viSe nego u udzbeniku

Jedna primjena

poznatih osobina Fibonaccijevih' brojeva

U ovom kra¢em ¢lanku prikazat ¢emo rieSenje jed-
nog zanimljivog zadatka (pripada donekle zabav-
noj matematici, ali nije pristupacan vecini rjesavatelja)
primjenjuju¢i samo par poznatih osobina Fibo-
naccijevih brojeva. Citateljima zdusno prepo-
ruGujemo knjigu [3] kako bi podrobnije upoznali
Fibonaccijeve brojeve.

Rije¢ je o sliede¢em zadatku:

Obitelj ¢ine muz, Zena i dvoje djece. Dok djeca u
dvoristu voze bicikle, muz i Zena razgovaraju:

Muz: Primijetio sam nesto zanimljivo u odnosu tvojih
i mojih godina starosti, a to je da je odnos tvojih i
mojih godina jednak odnosu mojih godina i zbroja
nas$ih godina umanjenog za jedan.

Zena: Tu ne vidim ba$ nista zanimijivo, to su samo
neki razlomci.
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Muz: Da, ali je zanimljivo da to isto vrijedi i za godine
starosti nase djece.

Zena: To je veé zanimijivo, ali napominjem ti da ri-
jeci “godine starosti” zamijeni$ prikladnijim, jer npr.
dijete od godinu dana nije “staro”.

Muz: MoZda imas pravo, kaZem moZda, jer ja nisam
strucnjak za jezik. Pitam se mogu i nasi prijatelji,
kada im ponovim ovaj nas razgovor, prema njemu
odrediti godine starosti svakog od nas cetvoro?

Zena: Mislim da mogu.

Sada ¢emo dati rieSenje ovog zadatka koriste¢i Fi-
bonaccijeve brojeve. Niz brojeva (F,),cy za koji
eFi =1, F, =1,te

Fn+2:Fn+1+Fn (1)

naziva se Fibonaccijev niz.

1| eonardo Pisano Fibonacci (1170. - 1240.), talijanski matemati¢ar (glavno djelo mu je Liber Abaci iz 1202. godine).
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Dakle, zbog (1) radi se o sljede¢em nizu brojeva:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...

Zanima li nas primjerice F»o, moramo izraCunati iz
(1) puno brojeva prije ovog broja. Postavlja se op-
ravdano pitanje o neophodnosti, odnosno mozemo
li za dani prirodan broj n direktno izracunati F,, bez
raunanja Fy, Fy, ..., F,,_1. Odgovor na ovo pita-
nje je potvrdan zahvaljuju¢i tzv. Binetovoj* formuli

koja glasi:
L[ (1+v3\" [1-v3\"
e (0) (5] e

Ova formula se lako dokazuje pomoc¢u matema-

ticke indukcije i taj dokaz se moze naéi u [3].

Dalje ¢emo Koristiti i Cassinijev’ identitet koji glasi:
Fr21+1_Fn'Fn+2:(_1)n' (3)

Dokaz ovog identiteta pomoc¢u matematicke induk-
cije takoder se moZe nadi u [3].

Jedna od posljedica formule (2) je da koli¢nici uzas-
topnih Fibonaccijevih brojeva teze ka zlathom pre-
sjeku:

. Fn+1 o
L. N 9
1 5
gdie je ¢ = +2f = 1.61803988749894 . . .

zlatni presjek. Ovaj broj se osim u matematici sre¢e
u biologiji, arhitekturi, slikarstvu i psihologiji.

Sada ¢emo prije¢i na rieSavanje naSeg zadatka.
Uvodimo sljedec¢e oznake: x—godine starosti zene,
vy — godine starosti muza. Prema uvjetima iz zadat-
ka je:

x y
i 5
y  (x+y) -1 )

i odavde:

y? = x*> + xy — x, t]. nakon dijeljenja s x*:
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Logicno je pretpostaviti da roditelji imaju viSe od

1 1
20 godina, Sto poviaCidaje — < — = 0.05. To
X

20

1
pak znadi da u (6) mozemo zanemariti ¢lan —, pa

je tada:

X

) =re ()= () -()-1-o

a odavde stavljajuci da je Y ¢ (kvadratna jed-
X

nadzba):

1+
2 )

S

o=

jer sux i y godine starosti, tj. x,y > 0.

Na osnovu (4), tj.

je:

lim Fn+l
n—-+oo n

= ¢, stavljajuc¢i da

x=kF,; y=kF, (7

gdje je k > 0, dobivamo:

y an+1

x  kF, ®)
Uvrstavajuci (7) i (8) u (5), dobivamo:
F, kF i1
Fui1 - k(Fy+ Fne1) — 1
Fopt  k(Fu+Fupp) — 1
F, kF i1

kFa | = kFy + kF,Fy1 — F,

kF2, | = kF: +kF, (Fpi2 — F,) — Fy

k(Fa, — FyFui2) = —F,

n+1
@ n
k-(-1)"=—F,. 9)
1z (9) slijedi da je n neparan broj i tako je:
k=F,, te (10)
=ik, WE

(10)
y=kFyi1 = FyFpi,
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pa imamo (jer je n neparan broj):

(FlaFlFZ) (1,1);

( ,F3Fy) = (4,6);
(F57F5F6) (25 40)
(F7,F7Fg) (169,273),.

Sada lako zaklju¢ujemo da parovi (1, 1) i (169, 273)
nisu rjeSenja (prvi par otpada jer u zadatku dje-
ca voze bicikle, a drugi par naravno otpada jer je
to previSe godina starosti za roditelje). Konacéno
rieSenje je prema tome: zena ima 25 godina, muz
40 godinaidjeca 4i6 godina, tj. u pitanju su parovi
(25,40) i (4,6).
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®G), 1. y» —x> —xy +x = 0; (x,y € N) pred-
stavlja Diofantsku® jednadZbu koja se moze rijesiti
(nesto teze) ukoliko Citaoci ovog Clanka pozna-
ju dobro tehniku rieSavanja nelinearnih Diofantskih
jednadzbi. Za ovo preporucujemo knjigu [1].
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4 Diofant, starogréki matematidar iz 3. stolieéa nove ere.
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