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Zadaci s viSe nacina rjeSavanja veoma su dobro sredstvo za aktivnije razmisljanje ucenika

i djelotvornije ponavljanje i utvrdivanje ste¢enog znanja. Nastavnici matematike o ovom
momentu trebaju voditi raduna, osobito kada je u pitanju rad s nadarenim ucenicima i njihove
pripreme za razna matemati¢ka natjecanja. |z osobnog iskustva, u radu s takvim ucenicima,
mozemo odgovorno reci da su vrlo ¢esto rieSenja ucenika bila elegantnija i liepSa od onih koja
smo imali u vidu. Ovim uéenici stjeu potrebnu sigurnost i samopouzdanie.

Sada ¢emo navesti jedan zanimljiv zadatak iz tri-
gonometrije i dati njegovih Sest rieSenja, i to tri al-
gebarska i tri geometrijska, pretpostavljajuci pritom
da ucenici solidno poznaju vazne Cinjenice iz trigo-
nometrije i geometrije.

Rijec je o sljedec¢em zadatku:
Zadatak. Dokazati da vrijedi jednakost:

tg 50° + tg60° + tg 70° = tg 80°.

Rjesenje 1. Imamo da iz:

tg 50° 4 tg 60° + tg 70° = tg 80°

slijedi:
tg 70° 4 tg 60° — (tg80° — tg50°) = 0. (1)
Dokazimo sada (1). Dobivamo redom:
tg70° + tg 60° — (tg 80° — tg 50°)
sin x
= (zbog tgx = )

cos x
_ sin70° sin 60° _ sin 80° _ sin 50°
" cos70°  cos60° cos 80°  cos 50°

sin 70° cos 60° + cos 70° sin 60°

cos 70° cos 60°
sin 80° cos 50° — cos 80° sin 50°

cos 80° cos 50°
= (zbog sinxcosy + cosxsiny = sin(x £ y))

broj 54 / godina 11. / 2010.



_ sin 130°
" cos 60° cos 70°

1
= <zbog sinx = sin(180° — x), cos 60° = 2

sin 30°
cos 50° cos 80°

1
i sin30° = -
i sin 2)

~ 2sin50° 1

T cos70°  2cos50° cos 80°

_ 4sin50° cos 50° cos 80° — cos 70°
B 2 cos 50° cos 70° cos 80° =0

Preostaje nam da dokazemo da je (zbog
2 c0s 50° cos 70° cos 80° # 0):

4 sin 50° cos 50° cos 80° — cos 70° = 0.
Imamo da je:

4sin 50° cos 50° cos 80° — cos 70°
=2-25sin50° cos 50° cos 80° — cos 70°
= (zbog 2 sinx cos x = sin 2x)
= 2sin 100° cos 80° — cos 70°
= (zbog sinx = sin(180° — x))
= 25in 80° cos 80° — cos 70°
= sin 160° — cos 70°
= (zbog c0s(90° — x) = sinx)
=sin20° — sin20° = 0.

Imamo:

tg50° + tg 60° + tg 70°
sin 50° sin 60°

= tg70°
cos 50° + cos 60° tie
~sin 50° cos 60° + sin 60° cos 50° 4 e 70°
N cos 50° cos 60° &
= (zbog tg(90° — x) = ctgx)
in 110° 25sin 70°
= +ctg20° = S + ctg 20°
cos 50°
— cos 50°
2
= (sin(lSOo—x) = sinx, sin(90°—x) = cosx,
cosx
o0 —1) = sin | ctgs = )
cos( X) =sinx i ctgx g
~ 2c0s20°  cos20°
~ sin40°  sin20°

_ 2 cos 20° cos 20°
"~ 2sin20°cos20°  sin20°
B 1 cos 20° - 1 4+ cos 20°
T sin20°  sin20°  sin20°
1+ cosx X
f b —_— = t 7) — t 100
(Z °9 sin x e 2 e

= (zbog ctg(90° — x) = tgx) = tg 80°.

Imamo:

tg50° + tg 60° + tg 70°
= tg(60° — 10°) + tg 60° + tg(60° + 10°)

tgx —tgy
= (zbog tg(x —y) = —=—=2L;
(z og tg(x —) I +igxiey
t t.
1 —tgxtgy
V3 —tg10° V3 +tg10°
14++/3-tg10° 1 -3 tgl0°
= (stavljaju¢idaje tg10° = a)
3— 3
_V3-a oz, V3+a
1—|—a\/§ l—a\/§
= (nakon sredivanja)
3-d?
= - —_— 2
V3 1 —3a2 2
3tgx —tgdx _ .
Iz tg3x = Ttgzx slijedi da je tg30
3-tg10° —tg®10°
= tg(3-10°) = , t.zb
&l ) 1—3.tg210° ' 2%
1
tg30° = —itg10° =g,
g 73 g
L_ 3a —ad’ 4 3-4°
V3 1-32 = 1-3a
i odavde: 1 — 342
a=————,
V33 -a)
odnosno: b
1 3—a
Z_3. 2" 3
a V3 1 —3a?’ ()
pa iz (2) i (3) dobivamo:
1 1
tg 50° + tg 60° +tg70° = — =
& T tie a tglo°

= ctg 10° = tg 80°.
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Neka je trokut EFA pravokutan,
JF = 90°, JFEA = 50°, |EF| = 1 ineka je
JAEB = JBEC = 4CED = 10° (slika 1.).

Tako je |[FA| = tg50°, |FB| = tg60°, |FC| =
tg70° i |FD| = tg80°. Dakle, mi trebamo doka-
zatidaje |FA|+ |FB| + |FC| = |FD|. Premaslici
1.imamo da je |FD| = |FA|+|AB|+|BC|+|CD].

Dakle:

|FD|=|FA|+|FB|+|FC|=|FA|+|AB|+|BC|+|CD]|
|AB| + |BC| + |CD| = |FB| + |FC|
|AB|+|BC|+|CD|=|FA|+|AB|+|FB|+|BC]
|CD| = |FA| + |FB|

|CD| = |FA| + |FA| + |AB|

|CD| = 2|FA| + |AB|

(jer je |FA|=|AE| sin 50°, iz trokuta EFA)
|CD| = 2|AE|sin 50° + |AB].

rrereee

Teorem o sinusima primijenjen na trokut ABE daje:

|AE|  |BE|  |AB|
sin JABE ~ sin JEAB  sin10°’

odnosno:
|AE)| B |BE| B |AB|
sin30°  sin140°  sin 10°
i odavde je zbog sinx = sin(180° — x):
BE)| sin 30° BE BE|sin 10°
g BEIsn30° _ |BEL 0 |BE|sin
sin 140° 2 sin 40° sin 40°
paje
cD| = 2|BE|'sin 50° |BE| sin 10°
2 sin 40° sin 40°
sin 50° + sin 10°
= |BE|————————
IBE| sin 40°

D
Slika 1.

Teorem o sinusima primijenjen na trokut BCE daje:

|BE| - |CE|
sin20°  sin 150°
CE|sin20°
s || = [CEISIN 20" s cp in20
sin 30°
i sada je:

in50° + sin 10°
CD| = 2|CE] sin20° 2020 SN0
sin 40°

0 2sin 30° cos 20°
2sin 20° cos 20°

1
= 2|CE] sin30° = 2|CE|5 = |CE],

= 2|CE|sin20

a to je to¢no jer je trokut CDE jednakokraan pa
je toCna i ekvivalentna jednakost |FD| = |FA| +
|FB|+ |FC|, tj. tg80° = tg 50° + tg 60° + tg 70°.

Neka je ABCDEFGHI pravilan
9-terokut s duljinom stranice 2 upisan u kruznicu,
sa srediStem u to¢ki O i neka je tocka K projekci-
ja togke O na stranicu AB karakteristiénog trokuta
OAB (sika 2.). Kutovi u karakteristiécnom troku-
tu su JAOB = 40°, JOAB = JOBA = 70°,
JOAK = 20° i |AK| = |KB|] = 1. Da-
lie e JAFO = 10° (kao vanjski kut nad unu-
tarnjim kutom JAOK = 20°) i kako je trokut
AOF jednakokradan, to je i JOAF = 10° pa je
JBAF = JBAO + JOAF = 70° + 10° = 80°
i zbog |AK| = 1 slijedi da je tg80° = |FK| (vidi
trokut AFK).

U trokutu OAK je tg70° = |OK| Dalie je
JOFC = 30° (kao vanjski kut nad unutarnjim ku-
tom JKOC = 20° 4+ 40° = 60°). Tocku pres-
jeka duzina |OE| i |CF| oznadimo s L, a njezinu
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Slika 2.

projekciju na OF s M. Lako se pokaZe da je u tro-
kutu FLE, kut JFLE = 70° pa zbog JFEL =
70° slijedi da je trokut FLE jednakokracan, tj.
|FL| = |FE| = 2. Trokut MLF je pravokutan
pa zbog JMFL = 30° i |FL| = 2 slijedi da je
IML| = 1iosim toga je kut JFLM = 60°. Zato
je tg60° = |FM|.

U trokutu OLM je kut JMOL = 40°, JOML =
90°, pa je kut JOLM = 50° i tako je tg50° =
|OM|. Konaéno je |FK| = |OM| + |FM| + |OK|,
tj. tg 80° = tg 50° + tg 60° + tg 70°.

Neka je dan jednakokracan trokut
BCF u kojem je kut BCF = <JBFC = 40°.
Tada je kut JFBC = 100° (slika 3.). Konstruiraj-
mo kut JCBA = 30° (kao na slici 3.) i neka je
totka D projekcija to¢ke A na stranicu BC trokuta
BCFinekaje|AD| = 1. Tadaje |AB| = 2. U tocki
E koja je srediste duzine AB konstruiramo okomicu
EF i kut SFBG = 10°, gdje je tocka G sjeciste
okomice EF i jednog kraka kuta 4FBG. Ostali
kutovi imaju mjere kao na slici 3.

Sada imamo:
tg80° = |GE| = |GF| + |FE| = |FB| + |FE|
= |CB| + |FE| = |CD| + |DB| + |FE]|
=tg50° +tg60° + tg70°.
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