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1. Anegdoticna prica

Pocinjemo ovaj ¢lanci¢ anegdoticnom pri¢om koju
smo ¢uli od starijeg kolege, bivSeg nadzornika nas-
tave u osnovnim Skolama. Medu nadzornicima se
o sadrzaju prie govorilo kao o istinitom dogadaju.

Pri nadzoru nastave o razlomcima u jednom raz-
redu nadzornik primijeti da ucitelj ili nastavnik
objasnjava zbrajanje razlomaka na neobi¢an nadin.
Nakon zavr§enog Skolskog sata, kada su ucitel] i
nadzornik ve¢ bili sami na hodniku, nadzornik upita
uditelja:

Zasto ucite djecu zbrajati razlomke na nepropisan
nadin tako da se brojnik zbroji s brojnikom i na-
zivnik s nazivnikom:

d. .di d+d ,

“[H == ——, (1)

n n n—+n;
a ne kako se zbraja po uobiCajenom i u Citavom
svijetu prihvacenom, promislienom i utemeljenom
propisu:

d d, . dny +din 9

n ni nnp

()

Kajetan Seper, Slavonski Brod

Ucitelj mu odgovori:

Iz svoga nastavnog iskustva primijetio sam da ovako
ucenici mnogo lakSe i brze nauce zbrajati razlomke
isto tako kao Sto ih mnoZe:
d d d-d ,
—m = (2)=(2)

n n n-m

Ako nije istinito, ipak je dobro izmisljeno (tal. Se non
e vero, e ben trovato.). éutnja je zlato, ali izgovor
i dosjetka takoder mnogo vrijede. Neki bi zajed-
liivac ironi¢no rekao: Duhovito i snalaZljivo, prava
inovacija. | sve bi ostalo na tome.

Mi ipak idemo dalje!

Ova nas pri¢a poti¢e da istaknemo najmanje dvije
uloge razlomaka u znanosti i drugim podruc¢jima
Zivota, posebice gospodarstvenog i sportskog.
Jedno su klizni, promjenjivi, nestalni i nepostoja-
ni razlomci vezani za omjere i omjerne (racional-
ne) brojeve (lat. ratio = omijer) kojima se koriste
znanstvenici gotovo svih struka, a u vezi s mjere-
njem veli¢ina. Drugo su ¢vrsti, nepromjenjivi, stalni
i postojani razlomci kojima se ljudi koriste u razne
druge svrhe.
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Obic¢na aritmetika razlomaka i omjera ima svoje, ali
drukdije zakone od neobicne aritmetike. Sljedeci
odlomak 2., ako je nekome potreban, stoji samo
za prisje¢anje poznatih zakona obiCne aritmetike,
a inace se moze odmah prije¢i na odlomak 3.

2. Obicna aritmetika
— klizni razlomci i omijeri

U ovom se odlomku s ciliem usporedbe s daljinim
razmatranjima sazeto izlazu osnovne cinjenice s
omjernim (racionalnim) brojevima pretpostavljajuci
osnovno poznavanije prirodnih brojeva n € N, s
n>1lilin € Ny, sn > 0, te cijelih brojevad € D.

Temelj su omijernih brojeva uredeni parovi (d, n) €

D x N, koji se oznaCavaju — i zovu razlomci (frak-

n
cije). Da bi se odrazila bit omjera, odreduje se
sliedeci odnos (relacija) jednakosti (ekvivalencije,
klasifikacije) medu njima.

d d,

— = (3a)

n n
ako je za svaki k € N, di = kd i ny = kn,
ilid = kdy i n = kny, tj. ako je dopustivo tzv.
proSirivanje (“produljivanje”), odnosno skracivanje
(“suzavanije”).

Bez te jednakosti ne bi bilo moguce “prosirivanje ni
skracivanje” razlomaka. Upravo zbog te mogucnosti
ti se razlomci i mogu nazvati kliznima.

Jednakost (3a) obi¢no se odreduje jednostavnije.

d d
n np

Zakoni obi¢ne aritmetike omjernih brojeva su: jed-
nakost (po (3a) ili (3b)) je:

— povratna (refleksivna):

— zrcalna (simetri¢na):
d d d d

n ni np n

— prijelazna (tranzitivna):

d d d d d d
_dd _d 2

n np ny ny n ny
Zbrajanje (i mnozenje) (po (1) i (2)) je:
— neovisno o redoslijedu (komutativno):
d d, d, d
SO =T

n n n n

— neovisno o nacinu zdruzivanja (asocijativno):

ng(.) <dl +(.)“’2> — <d+(.)dl>+(.)dz.

np ny n np ny
Zbrajanje “ima” nisticu (nulu): 0 := T za koju
vrijedi zakon:
d d
- 4+0=-
n n
. ) . d —d L
i suprotnik (negativ). —— := ——, za koji vrijedi
n n
zakon:
d d
n n
Mnozenje “ima” jedinicu: 1 := T za koju vrijedi
zakon:
d d
Z.1==
n n

—1

+n
= —, alisamo za

d
i obratnik (reciprok): (;) ]

d # 0, za koji vrijedi zakon:

—1
(8
n n

(pritom 4= oznaCava predznak (lat. signum) sgnd :=
+lakojed > 0,a—1akojed < 0; |d| oznadava
apsolutnu vrijednost, tj. |d| :== d akojed > 0, a
—dakojed < 0)

Zbrajanje i mnozenje povezano je zakonom raspo-
djele (distribucije) mnoZenja prema zbrajanju:

d d d d d dy d
(_+_1)._2:_._2+_1._2;
n m np n ny np np
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d d d d
Ty Ty T _/€Q
n ny n

@ =9+ q

d d d d
n o n n'  nj

B [a’nl —i—dln} B [d’n’1 —i—din’]

14,7
nn;

nmny

d d
Slika 1. Zbrajanje razlomaka — € Q = D X N i razreda ¢ = [ ] €Qy=0/=
n

a takoder je suglasno (konzistentno, korektno) s
jednakos¢u (vidi sliku 1.):
d d’ i d d d d d

— frg :> — ) = .
n o n o n o on n+()n1 n’+()

d;

Jednakost omogucava prijelaz sa skupa Q =
d

D x Nrazlomaka — := (d,n) naskup Qo := Q/=
n

razreda s obzirom na jednakost = (modulo —); pri-

tom svaki razred sadrzi sve medusobno jednake

razlomke, a svi zajedno tvore tzv. rastav skupa Q

na medusobno iskljucive (disjunkine) skupove —ra-
stavnice.

d
Svakom razlomku — € Q pridruzuje se razred
n
d
q = {—] € Qp koji ga sadrzi i koji je njime
n
jednoznacno odreden. Svaki razlomak je u tom
smislu predstavnik (reprezentant) pridruzenog raz-
reda, a svaki je skup medusobno nejednakih pred-

stavnika svih razreda predstavnik skupa Qq svih
razreda.

Navedeni prijelaz s razlomaka na razrede omogucava

jednostavan prijenos zbrajanja i mnozenja razloma-
d d
ka na razrede: ako je g = {—] iqr = [—1] tada
n np
je (vidi sliku 1.):
d d,
o+ O = [+ 02].

n np

-
n

n

Na taj su nacin razredi postali omjerni (racional-
ni) brojevi — s osnovnog tla razlomaka i jednakosti
medu njima te zbrajanja i mnozenja s njima preslo
se na novo tlo razreda s jednom bitnom razlikom (i
malom prednoscu) da je jednakost medu razredi-
ma istovjetnost (identitet), ali raun razreda ipak
se izvodi u racunu razlomaka.

3. Neobicna aritmetika
— ¢vrsti razlomci

U 1. odlomku upoznali smo “laks$i” nacin zbra-
janja koji ne zadovoljava zakon suglasnosti s
uobic¢ajenom jednakos$céu a koiji je bio bitan za om-
jere. Budu¢i da bez tog zakona nema nikakve
aritmetike, a Zelimo li ipak, zbog nekih prakti¢nih
primjena, zadrzati to neobi¢no zbrajanje, moramo
promijeniti odredbu uobicajene jednakosti.

Da bismo ostvarili tu zelju i osmislili neobi¢no zbra-

janje, moramo odabrati najfiniju jednakost, tj. isto-
vjetnost (identitet):
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U sliede¢em odlomku, umijesto opcih razlomaka

oblika % ograni¢it ¢emo se razmatranjem poseb-
nih razlomaka 2 sr > 0aliin > 0, dakle
dopustivsii n = 0; drugim rijecima, 2 € Ny x Np.
Pritom ¢emo za oznaku % uporabiti oznaku r : n
(Citaj “r prema n”), a razred E} = {%} poisto-
vjetiti (identificirati) s razlomkom r (vidi sliku 2.).

n

(r:n)[+](r:n)=(r+nr):
N, %N,

(n+m)

-
Slika 2. Neobicno zbrajanje razlomaka — = r : n € Ng X Ny
n

Dakako da ne oéekujemo u neobi¢noj aritmeticiiste
zakone zbrajanja i mnozenja obiCne aritmetike.

Ipak svi opéi zakoni obiCne aritmetike: zakon ko-
mutacije, asocijacije i distribucije, a jasno i zakon
suglasnosti, vrijede i u neobi¢noj aritmetici, ali ne i
posebni zakoni.

Zbrajanje “ima” nisticu:

0
0] :=— 4
0] =3, @)
ali ne i suprotnika. Mnozenje “ima” jedinicu:
1
1] := - 5
1= 1, 5)

ali ne i obratnika.

Zadatak 1. Koji od navedenih zakona neobi¢ne
aritmetike vrijede u slucaju

d
a) opcih razlomaka —;
n

b) posebnih razlomaka f, sr>0in>07?
n

Zadatak 2.

a) Postoji li, neovisno o bilo kakvim primjena-
ma, jednakost drukdija od istovjetnosti takva da
neobic¢no zbrajanje i mnozenje budu usuglaseni
s tom jednakos$¢u?

b) Odredi sve takve jednakosti!

4. Primjenjivost neobi¢nog
zbrajanja “razlomaka”

Svaka aritmetika —nauka o brojevima (gr¢. arithmos
= broj) —ima Siri ili uZi opseg primjene. Neke su pri-
mjene sveopcée prinva¢ene u znanosti, a moguce
i U nastavi, u zadacima za vjezbe ili kao kuriozi-
tet, a ostale se pojavljuju i u struénim i prakti¢nim
djelatnostima u obi¢nom Zivotu. Sve zavisi od to-
ga u koju se svrhu aritmetika upotrebljava tj. od
tumadcenja njezine sveze s odabranim podru¢jem
znanstvenog, nastavnog, strukovnog i praktiénog
djelovanja.

lako se prica u odlomku 1. doima kao vic, ipak
se tamo navedeno zbrajanje “razlomaka” pojavlju-
je u nekim prakti¢nim djelatnostima. Navest ¢emo
dvije takve primjene: jedna je u knjigovodstvu u
svrhu pogleda poslovanja neke tvrtke T' s tvrtkom-
kupcem K;: Ki, K5, .. .1 zakljuCaka o dugovanju i
potraZivanju, a druga je u sportu u svrhu pregleda
golova, bodova i sli¢nog u tijeku natjecanja u raz-
nim “igrama” i zaklju¢ka na zavrSetku natjecanja
o donekle objektivnoj procjeni kakvoce protivnickih
momcadi i igre u cjelini po vise znacajki.

U knjigovodstvu se pregled poslovanja, tj. pro-
met robe i novca za svaku vrstu robe koju tvrt-
ka (poduzece i slicno) T isporucuje svakoj drugoj
tvrtki-kupcu K;, i = 1,2,3, ..., s kojom posluje, vo-
di u knjizi s dva stupca na svakoj stranici: lijevo du-
guje, s upisimaiznosa d;;, j = 1,2,3,..., ades-
no potrazuje, s upisimaiznosap . k = 1,2,3, ...
Nakon odredenog manjeg i ve¢eg vremenskog raz-
doblja, periodi¢no, zbroje se upisani iznosi u jed-
nom i odvojeno u drugom stupcu odnosedi se
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na svakog kupca K; i tako se dobiju zbrojevi D;:
— > du; i Pi: =Y px- Nazovimo taj uredeni
j k

J
par podataka (D;, P;), za svaki i, bilanca poslova-
nja tvitke T s kupcem K; i oznaimo ga s D; : P;
(vidi sliku 3.a)).

Svrha vodenja takvog dvojnog knjigovodstva jest
uvid je li razlika D; — P; > 0, = 0ili < 0, tj. je li
D; > P;, D; = P; ili D; < P;. U prvom slucaju
K; duguje T-u, D; — P;; u drugom slucaju stanje
je uravnotezeno; u tre¢em slucéaju K; potrazuje od
T-a Pi — Di-

Kupac K;
duguje potrazuje
diy P D:=3.D;
diiy P2 P:=3 P;
diy Py
D; = ;dw Pii= 2 pox
a) D;:P; by D: P

Slika 3. a) pojedinacna i b) cjelokupna bilanca

Iz tih pojedinacnih bilanci D; : P; proizilazi cjelo-
kupna bilanca:

D:P:= (D] Pl)[+](D2 . P2)[+} ceey

{Z} (D; : P;)

i

skra¢eno:

poslovanja tvrtke T' sa svim kupcima K;. Pri tome
se pojedinacne bilance D; : P; zbrajaju kako je ve¢
navedeno u tocki 3, o neobi¢noj aritmetici, tako da
je (vidi sliku 3.b)):

D:P= (ZD,) : (Zpi).

To je samo pojednostavnjen uvid u mnogo sloZeniju
bilan¢nu dokumentaciju koja se dalje stru¢no obra-
duje primjenom tzv. bilanc¢ne analize.

U sportu se na isti nacin uspjeh ili neuspjeh dvi-
ju protivnickin momdcadi ili dvaju natjecatelja, A i

0:0

B, predocava usporedbom a : b broja a i b, re-
cimo golova u nogometu ili bodova u boksu (vidi
sliku 4.a) i 4.b)).

3:0<Z
2:0<
2:1 <2
1:0
2:1<Z A B
1:1< 0 0
1:2<\: 0 1
2:1<=Z. 1
1:1<
12<2 2 1
0:1 i
1:2<Z.
0:2<
0:3<Z.
a) b)

Slika 4. Pokazatelj a) mogucih i b) ostvarenih
uspjeha a : b tijekom utakmice

Zelimo i objektivno procijeniti odigranu utakmi-
cu po nekom odabranom pojedina¢nom svojstvu:
kakvodi, pravilnosti, liepoti, dinamici itd. ili cjelovitu
igru po svim vaznim svojstvima, moramo odabrati
pripadne brojcane znacajke. O tome koja su vazna
svojstva i pripadne brojc¢ane znac¢ajke, i kako na te-
melju njih procijeniti stupanj pojedinacnog svojstva
ili cjelokupne igre svake momcadi i usporediti ih
medusobno, bave se stru¢njaci kineziolozi, sport-
ski sucl, treneri, sportski novinari, pa i sami igraci i
navijagi. Cini se da je vrlo tesko ili ¢ak nemogudée
dodi do jedinstvenog stava o tome, ali ako dode do
malog odstupanja, procjena opéenito zadovoljava.

Jedna od numerickih znacajki igre jest apsolutna
razlika |a — b| pripadnih golova ili bodova jedne, a,
i protivni¢ke momdcadi ili pojedinacnog natjecatelja,
b. Druga je znacajka ukupan broj a + b golova ili
bodova obje momcadi ili natjecatelja. Itd.

Prosudba se moze, i treba, osloniti i na viSe
znacCajki. Na taj se nac¢in mogu usporedivati dvi-
je utakmice istih medusobno protivni¢kih momcadi
ili natjecatelja.
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