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Metodicki aspekti
abakusa

Ivan Matié, Domagoj Severdija, Osijek”

Nastavna pomagala neizostavan su
dio gotovo svakog sata matematike.
Dok neka od njih sluze za razvijanje
geometrijskog zora ili za lakS§e memo-
riranje formula i postupaka, druga se
koriste u cilju rastere¢ivanja u¢enika
od provodenja dugih i kompliciranih
racunskih postupaka, koji u sebi ¢esto
ne skrivaju dodatnu interesantnu
problematiku, no ipak zahtijevaju punu
koncentraciju.

Uvod

Posliednjih se godina primjena racunala u nastavi
isti¢e kao jedna od najzastupljenijih tema na skupo-
vima nastavnika matematike. Primjena raCunala u
nastavi ima brojne potencijalne prednosti te izaziva
mnoge polemike o obliku svog kona¢nog uvodenja
u nastavu, a pronasla je i zasluzeno mjesto na stra-
nicama MiS-a. Stoga zainteresirani Gitatelj moze
viSe o njoj naci u zanimljivim ¢lancima [1] i [2]. Za
razliku od racunala, abakus ne¢e samostalno oba-
viti raun umjesto vas, ne¢e vam ponuditi sredstva
za izradu raznoraznih Sarenih prezentacija, no zato
ima snazan doprinos razvoju dojma o manipula-
ciji brojevima, njihovoj veli¢ini i odnosu. Takoder,
dok ¢e koriStenje racunala u potpunosti rastereti-
ti uCenike od provodenja Sablonskih postupaka i
dugotrajnih uvjeZbavanja nemastovitih makinalnih

radnji, abakus ¢e u tome pridonijeti samo djelo-
mi¢no. No, uloga je abakusa u tome da ucenicima
neinovativnu rutinu pretvori u slikovit i poticajan
postupak koji mogu dijelom i sami kreirati. Time
predstavlja prijelaz izmedu racunanja na papiru i
ratunanja na rac¢unalu. Na odreden nacin, taj se
prijelaz moze smatrati evolucijom svakodnevnog
radunanja.

Podsjetimo kako je 2009. godina evolucije. Saku-
pimo li na jednu hrpu sve poveznice nastave mate-
matike i informatike s evolucijom opcenito, na sa-
mom vrhu te hrpe naci ¢e se upravo abakus. Iz
toga su se razloga autori ovog rada opredijelili da
na ovogodisnjem Festivalu znanosti odrze radioni-
cu na temu ‘Abakus — prvo ra¢unalo’, u kojoj su za-
interesiranim ucenicima osnovnih i srednjin skola
prezentirali nacin rada na abakusu, zajedno s nje-
govim prednostima i nedostacima. Nakon radioni-

*Autori su asistenti na Odjelu za matematiku, Sveucilista J.J. Strossmayera u Osijeku.
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ce, odrzane na Odjelu za matematiku SveuciliSta
Josipa J. Strossmayera u Osijeku, interes za aba-
kusom prosirio se medu dijelom kolega i jo§ nekim
nastavnicima. Takoder su u meduvremenu nas-
tali i radovi [5] i [6], izgradeni na temelju proble-
matike koja se pojavljuje u ograni¢enjima prilikom
provodenja racunskih postupaka na abakusu. Da-
nas smo i sami iznenadeni koliko ta jednostavna
i naizgled primitivna spravica skriva zanimljivosti i
izazova.

U ovom radu zelimo podijeliti nasa iskustva ste¢ena
kako tijekom radionice, tako i u samim pripremama
za nju. Takoder nam je namjera iznijeti brojne ka-
rakteristike abakusa koje su nam bile motivacija za
Festival znanosti i daljnji rad koji je uslijedio. Mno-
ge od navedenih karakteristika predstavljaju i bitne
znacajke u nastavi matematike.

Napominjemo kako na$ cilj nije potaknuti nuzno
uvodenje abakusa u svakodnevnu nastavu mate-
matike (ili informatike). No, ve¢ i najiednostavniji
oblik abakusa moze u potpunosti zamijeniti prim-
jenu bojica ili raznobojnih Stapi¢a prilikom ucenja
Zbrajanja i oduzimanja u nizim razredima osnovne
Skole. Osimtoga, struktura abakusa i ograni¢enost
prikaza znamenki pogodna je za raunanje u raz-
licitim brojevnim sustavima. Napose, abakus pred-
stavlja povijesno pomagalo pri racunanju i ucenju
provodenja racunskih operacija te mozda i kljucni
korak pri razvoju danasnjih racunala, pa iz tih razlo-
ga zauzima istaknuto mjesto kako u metodici nasta-
ve matematike, tako i u njenoj popularizaciji. Time
abakus svakako zasluzuje da svaki zaljubljenik u
skrivene tajne matematike produbi svoje znanje o
njemu.

Kako abakus izgleda o
i kako na njemu raditi Blp

Prije nego $to krenemo s iznoSenjem
metodickih znacajki abakusa, smat-
ramo kako ipak treba opisati njego-
ve tehniCke znacCajke. Naime, za-
sigurno ste vidjeli abakus na nekoj
slici, a vjerojatno su mnogi od vas

donje
polje

imali i prigodu vidjeti abakus uzivo ili raditi na nekoj
od njegovih inaCica, no za razumijevanje njegovih
prednosti ipak je potrebno poblize ga poznavati.

Ovisno o primjeni i lokaciji, postoje mnoge vrste
abakusa — preko obi¢nog Skolskog (sa Sarenim
kuglicama koje doprinose Zivosti racunanja), rim-
skog, ruskog (mozda nama zemljopisno i najbli-
Zeq), sve do japanskog i kineskog. Opredijelili smo
se za opis rada na kineskom abakusu, zbog njego-
ve rasprostranjenosti, pogodnosti za racunanje u
drugim brojevnim sustavima, ali i zbog dostupnosti
internetskih programa koji simuliraju ratunanje na
njemu [7] (dakle, i iz prakticnih razloga).

Kineski abakus sastoji se od drvenog ili metalnog
okvira pravokutnog oblika, koji jedna poprecna let-
vica (razdjelnik) dijeli na gornje i donje polje. Kroz
razdjelnik je paralelno nanizano nekoliko vertikalnih
stupaca (obi¢no drvenih) i na svakom od njih na-
laze se zrnca (kuglice) — po dva u gornjem i pet u
donjem polju. Stupci su glatki, tako da se zrnca
mogu nesmetano pomicati po njima. Broj stupaca
varira ovisno o veli¢ini abakusa; standardni kine-
ski abakus ima 13 stupaca, no postoje abakusi s
Gak njih 30. Ponekad su neki stupci drugacije boje,
¢ime se obi¢no naglaSava mjesto decimalne tocke.

Zrnca se smatraju uradunatima ako su pomaknu-
ta prema razdjelniku, dakle zrnca iz gornjeg polja
uracunata su ako su pomaknuta prema dolje i ob-
ratno. Svako zrnce iz gornjeg polja ima vrijednost
5, dok svako zrnce iz donjeg polja vrijedi 1. Na
primjer, broj 8 se na odredenom stupcu zapisuje
spustanjem jednog zrnca iz gornjeg polja i podi-
zanjem triju zrnaca iz donjeg polja (naravno, rije¢
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Slika 1. Kineski abakus
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je o zrncima koja se nalaze na tom stupcu). Re-
dovi zrnaca najblizih okviru abakusa predstavljaju
takozvana kontrolna zrnca, te se ona ne koriste pri-
likom rada u dekadskom brojevnom sustavu (no
osnova su rada u brojevnim sustavima s bazom
razlicitom od 10). Kao i inaCe, broj se zapisuje
kao niz znamenki — nakon odabira stupca na ko-
jem ¢e biti zapisana bilo znamenka jedinica bilo
vodec¢a znamenka tog broja, preostale znamenke
se zapisuju na susjednim stupcima, na svakom po
jedna. Korisnik moze svojevoljno odabrati mjesta
za zapis promatranog broja, tj. uzastopne stupce
na kojima ¢e zapisati broj, ovisno o veli¢ini proma-
tranog broja, broju stupaca abakusa i potrebama
racuna. Spomenuta sloboda odabira takoder po-
zitivno utjeCe na kreativnost korisnika. U slucaju
zapisa decimalnog broja, ponovno Korisnik sam
odabire poziciju decimalne tocke.

U radu [5] detaljno je opisano provodenije osnovnih
ratunskih operacija na kineskom abakusu. Sli¢ne
se upute mogu nac¢i i u radu [3]. Svejedno, ovo
je sjajno mjesto da ukratko opiSemo kako prenijeti
postupke racunanja s papira na abakus. Ljubi-
teljima rac¢unanja na ruskom abakusu i svima koji
su ga vidjeli u trgovinama nekadasnjeg Sovjetskog
Saveza preporucujemo rad [4].

Operacije na abakusu

Predstavit ¢emo osnovne aritmeti¢ke operacije na
abakusu na primjeru brojeva 463 i 29. Tijekom
opisa zbrajanja i oduzimanja smatrat ¢emo da za
decimalna mjesta sluze dva krajnja desna stupca
abakusa.

Operacija zbrajanja

Operacija zbrajanja prati postupak vrlo sli¢an zbra-
janju na papiru, kao Sto je uostalom slu¢aj i kod
svih raCunskih operacija. Prvi pribrojnik (u ovom
slucaju 473) zapise se prvi na abakus na odgo-
varaju¢e stupce. Drugi broj (29) pridodaje se pr-
vom zdesna nalijevo, bez prethodnog zapisivanja
na abakus (u praksi se postupak moze promatrati i
slijeva nadesno). Postupak je objasnjen na slici 2.

Na slici 2.a) postavljamo prvi pribrojnik na odgova-

raju¢e stupce abakusa. Promotrimo postupak po

stupcima:

e Stupci jedinica: 34+9 = 3+ (10— 1), $to znadi
da dodajemo na stupac desetica 1, a sa stupca
jedinicama oduzimamo 1 (slika 2.b)).

e Stupci desetica: Na trenutacno stanje dodaje-
mo 2: 8 +2 = 0+ 10, §to znadi da stupac
desetica ostavljamo prazan, dok 10 zapisujemo
na stupac stotica, dodaju¢i 1 (slika 2.c)).

e Stupci stotica: Na trenutacno stanje dodajemo
0, no kako smo u prethodnom koraku doda-
li jedno zrnce te time dobili njih 4 + 1 = 5,
spustamo donja zrnca i postavljamo jedno gor-
nje zrnce. Slika 2.c) predstavlja ovaj postupak i
rezultat zbrajanja: 502.

Operacija oduzimanja

Slika 3. ilustrira postupak oduzimanja. Postavlja-
mo prvo umanjenik 473 (slika 3.a)) na abakus i
raCunamo zdesna nalijevo:
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Slika 2. Postupak zbrajanja
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a) b) C)
Slika 3. Postupak oduzimanja
e Stupci jedinica: Kako je 3 —9 < 0 nismo u mo- e Prvi parcijalni produkt: Postavliamo prvi i dru-
guénosti direktno oduzeti 9 zrnaca od postav- gi faktor slijeva na abakusu, s tim da ostavi-
liena 3 na ovom stupcu. Iz tog razloga ¢inimo mo jedan stupac prazan izmedu faktora i je-
posudbu sa stupca desetica — oduzimamo 1 dan stupac prazan iza faktora (slika 4.a)). Iza
sa stupca desetica, a razliku 10 — 9 prido- zadnjeg rezerviranog praznog stupca, upisivat
damo znamenkama jedinica, ¢ime dobivamo: ¢emo parcijalne produkte te ih odmah zbrajati.
3+(10-9) =3+ 1=4(slika3.b)). Na slici 4.b) zapisani su faktori 473|129 i slje-
. . y : de¢i broj je parcijalni produkt 473 x 9 =
T desetica: Od t t it de-
* Stupci desetica: Od trenutatnog stanja na de 27 + 630 + 3600 = 4257. Parcijaini pro-
seticama oduzimamo 2: 6 — 2 = 4 (slika 3.c)). N .
Kako 2 ne mosemo oduzeti od donieq diie- dukt raCunamo tako da redom direktno zbra-
. zetl od donjeg di [amo 9 x 3+ 9 x 70 + 9 x 400,
la, oduzimamo od gornjeg dijela jedno zrnce ) o » .
viijednosti 5, a viak 5 — 2 = 3 dodamo dolje: e Drugi parcijaini produkt: Mnozimo 473 s 2(0) i
14+3=4, parcijalni produkt 473 x 2(0) = 946(0) pomak-
S stotica: Kak b , nut za jedan stupac ulijevo dodajemo prvom
® olupci stofica: Kako nemamo posudbou sa stoti- parcijalnom produktu: 4257 + 9460 = 13717
ca niti oduzimanje stotica, stanje na abakusu :
. X (slika 4.c)).
odgovara prethodnom stanju. Slika 3.c) po- Rezultat: Kak Al svi K
kazuje rezultat oduzimanja brojeva 473 i 29, e Rezultat: Kako smo prVOS' svm zngmen ama
473 — 29 — 444 drugog faktora, trenutacno stanje (slika 4.c)) na
' desnoj strani abakusa predstavlja produkt fak-
Operacija mnozenja tora 473129, koji je jednak 13717.
Postupak mnozenja slozeniji je od zbrajanja i odu- Operacija dijeljenja
zimanja. Kod mnozenja moramo zapisivati na aba-
kus oba faktora (slika 4.a)). Pristup slijedi princip Dijeljenje je operacija koja predstavlja spoj dosad
mnoZzenja na papiru, pa je potrebno omoguditi za- spomenutih operacija te mozemo reci da predstav-
pis parcijalnih produkata prilikom mnozenja. lja najslozeniju osnovnu racunsku operaciju. Kao i
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Slika 4. Postupak mnoZenja
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kod mnoZenja, potrebno je zapisati djeljenik i djeli-
telj na abakus (na lijevoj strani) te ih ograditi po jed-
nim praznim stupcem. Sljedeci korak prati postu-
pak dijeljenja kakav se uobicajeno provodi na papi-
ru: dijelimo pocetni dio djeljenika s djeliteliem i par-
cijalni kvocijent zapisujemo na predvideno mjes-
to. Racunamo parcijalni produkt na desnoj strani
abakusa, koji oduzmemo od djeljenika. Postupak
ponavljamo dok razlika djeljenika i parcijalnog pro-
dukta ne postane manja od djelitelja. Konkretno u
naSem primjeru opisani postupak izgleda ovako:
e Zapis djeljenika i djelitelja, prvi parcijalni kvo-
cijent: Na lijevoj strani abakusa zapisujemo
473|29| nakon ¢ega slijedi parcijaini kvocijent
47(0)/29 = 1(0). U desnom dijelu aba-
kusa mnozimo parcijalni kvocijent s djeliteljem
1(0) x 29 = 290 (slika 5.a)) $to oduzimamo
od djeljenika 473 — 290 = 183 (slika 5.b)). Po-
nistimo parcijalni produkt na desnoj strani aba-
kusa, kako bismo mogli zapisati iduci.

e Drugi parcijalni kvocijent: Postupak sada po-
navljamo, 183 dijelimo s 29, kao rezultat cjelo-
brojnog dijeljenja dobivamo 6 $to zapisujemo
na sliede¢e mjesto znamenke kvocijenta (iza 1).
MnoZimo sada 29 s novim parcijalnim kvocijen-
tom i rezultat 29 x 6 = 164 oduzimamo od
stanja na djeljeniku: 183 — 174 = 9 (slika 5.¢)).
Trenutacno stanje na abakusu govori: 19 na
mijestu djeljenika je ostatak pri dijeljenju, 29 je
djelitelj, a 16 je kvocijent.

Ovim primjerom Zelimo ilustrirati kako aritmetiCke
operacije na abakusu prate artimetiCke operacije s
potpisivanjem, i dobrim razumijevanjem raCunanja
‘na papiru’ vrlo se lako mogu razumijeti postupci
na abakusu. Detaljnije o operacijama na abakusu
moze se pogledati u spomenutim referencama.
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Slika 5. Postupak dijeljenja

Dakle, ideja abakusa jest prenijeti poznate tehnike
ratunanja na jednostavno pomagalo, ne vise od to-
ga i ne na bitno drugaciji nacin, ali zato pridonijeti
brzini i intuitivnosti rada.

Prednosti prikazivanja brojeva
na abakusu

lako ucenici prilicno lako usvajaju osnove zapisa
brojeva na abakusu, shvacaju¢i broj kao niz zna-
menki, vrlo brzo i tu moze do¢i do poteskoca.
Razlog lezi u tome $to djeca zapisujuci brojeve is-
kljucivo na papiru (ili Skolskoj ploci) ne razmisljaju
o veli¢ini tih brojeva ni o broju znamenki koji trebaju
zapisati. Damo li djeci unaprijed zapisan broj, u
principu ¢e ga svi poceti na abakusu zapisivati kre-
nuvsi od znamenke jedinica te se zatim pomicuci za
po jedno mjesto lijevo. Naravno, takav pristup nije
pogresan, no problem nastaje u slucaju da ucenici
nemaju ispred sebe ve¢ zapisan broj.

Tijekom radionice odrzane na ovogodisnjem Fes-
tivalu znanosti, u€enici i osnovnoskolskog i sred-
njoskolskog uzrasta automatski su prihvatili prika-
zivanje brojeva na kineskom abakusu. Prikazivanje
brojeva na abakusu bilo im je i novo i interesant-
no, te su se ubrzo i sami ukljudivali u zadavanje
primjera. Sve je iSlo glatko dok je bila rije¢ o broje-
vima s najviSe Cetiri znamenke ili brojevima koji su
projicirani pred njima u svom decimalnom zapisu.
No, svi su redom ustuknuli pred brojem od desetak
znamenki iskazanom rije¢ima — npr. dvanaest mi-
lijardi tristo Cetrdeset i pet milijuna Sestopedeset i
Cetiri tisuce tristo dvadeset i jedan. Zasto je najed-
nom broj 12345 654 321 takav bauk? Bi li to bilo
tako i da djeca nemaju abakus pred sobom, ve¢ list
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Cetiri milijarde dvjesto
devedeset Cetiri
milijuna ...

papira i olovku? Zasigurno ne bi, jer prilikom za-
pisivanja broja na abakusu morate unaprijed znati
to¢no odrediti gdje zapoCeti zapis broja.

Takvi problemi ne nastupaju prilikom zapisivanja
brojeva na papiru, jer u tom slucaju nema potre-
be za razmisljanjem o broju znamenki, ve¢ se one
samo zapisuju u niz (ali poc¢evsi slijeva). No, ta-
kav pristup ne razvija svijest o veli€ini brojeva te
¢e samo rijetki time bez posebnog razmisljanja us-
vojiti koliko znamenki ima 10 milijardi, a koliko 17
milijuna.

Za razliku od zapisivanja na papiru, racunalu ili kal-
kulatoru, prilikom zapisivanja brojeva na abakusu
ne postoji tolika fleksibilnost odredivanja mjesta de-
cimalne tocke, preciznije odredivanija polozaja zna-
menke jedinica danog broja. Naravno da korishik
abakusa sam odabire s koliko ¢e decimalnih mjesta
raditi, a u slu¢aju da nije siguran u to¢an broj zna-
menki zapis moze poceti od krajnjeg lijevog stupca.
No, takav pristup ne prolazi u slu¢aju rada sa sli-
jedno zadanim brojevima. Tada ¢e prvi broj mozda
i biti 10-eroznamenkast te ¢e se korisnik opredije-
liti da ga zapise na lijevih 10 stupaca, ali §to ako
se nakon njega u raéunu pojavi 12-eroznamenkast
broj?

U svakom slucaju, za efikasno koristenje abakusa
nuzno je precizno prikazivati koristene brojeve, za
S§to je opet nuzno biti u moguénosti unaprijed odre-
diti njihov broj znamenki te polozaj danih znamenki
na stupcima abakusa. Prisiljeni da unaprijed od-
rede polozaje znamenki, korisnici abakusa ¢e vrlo

brzo usvojiti ispravan dojam o veli¢ini prirodnih i
decimalnih brojeva. Osim toga, razvit ¢e i sposob-
nost preciznog usporedivanja danih brojeva, ne sa-
mo na nacin da ¢e biti sigurni kako je 112 milijardi
vece od 10 milijuna, ve¢ i na nacin da prvi broj ima
4 znamenke viSe od drugog te je veéi za otprilike
10000 puta.

Jasno, u standardnom $kolskom racunanju ne pre-
vladava potreba za posebnim znanjem baratanja s
brojevima od 10-ak i viSe znamenki, jer se prilikom
toga koriste iste metode kao i u slu€aju mnogo
manijih brojeva te se na njima dovoljno i isprak-
sirati. No, veli¢ine kojima smo danas bombardi-
rani sa svih strana upravo su multiznamenkaste —
svakodnevno mozemo ¢€uti za dug od 40 milijardi
eura, 1000 hektopaskala, desetke milijuna potraga
za radnim mjestima, brzinu od 3 - 10% metara u
sekundi, broja bajtova u 16 gigabajta, gomile tele-
fonskih brojeva s kojima se susre¢emo. . .

Ne usadi li se u€enicima svijest o veli¢ini brojeva,
oni se svode upravo na telefonske brojeve — niz
znamenki koji se najjednostavnije Cita po dvije ili
tri, tj. po slogovima. Radom na abakusu potrebno
se znanje stjece brzo i, Sto je mozda i vaznije, na
interesantan i zabavan nacin.
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