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Zasto je matematika
mnogima bauk??

Sime Sulji¢, Zagreb

Uvod

To da je matematika mnogim ucéenicima najtezi
i najomrazeniji nastavni predmet nije nista novo.
Kada se odrasli ljudi osvrnu na Skolske dane, pri-
znat ¢e kako su s matemati¢kim zadacima ima-
li velikin problema. Svi smo skloni dijeliti ljude na
manjinu kojoj matematika ide lako i vecinu koja se
viSe ili manje muci s matematikom. Ono $to je no-
vo jest da se danas olako poseze za individualnim
instrukcijama iz matematike i da se o "problemu
matematike" sve ¢e$ée piSe na senzacionalistic-
ki nacin u dnevnom tisku. Tako se Cuju razne teze
kako matematika nije teSka, ali program nije prila-
goden uzrastu ucenika, kako ucenicima nije do-
voljno objasnjeno nastavno gradivo, kako su za
sitne greske zakinuti u vrednovanju, kako se ne vi-
di primjena matematike pa se gubi smisao za nje-
nim ucenjem, kako je matematika prenaglasena u
obrazovnom sustavu i kako bi bilo bolje da se trosi
vrijeme na neke druge sadrzaje ili se ¢ak postavlja
pitanje ¢emu uopce ucenje matematike kad stva-
ra tolike frustracije. S uvodenjem drzavne mature
u hrvatski obrazovni sustav nije onda ¢udno $to
se postavljalo pitanje mora li matematika biti ob-
vezan ispitni predmet mature.

U ovom ¢u Clanku pokus$ati ukazati da problemi
s kojima se neki susrecu u u¢enju matematike le-
Ze prije svega u samoj prirodi sadrzaja kojima se
matematika bavi, a ne u sposobnostima koje po-
sjeduju. Na pisanje ¢lanka ponukala me je knji-
ga Matematicki gen, britanskog matematicara Kei-
tha Devlina. Knjiga se bavi najnovijim kognitivnim
spoznajama, evolucijom ljudskog mozga, razvo-
jem jezika i njegovom strukturom, povijes¢u mate-
matike i njenom biti. Knjiga je mnogo Sira i, narav-
no, dublja od problema koji obuhvacéa ovaj ¢lanak.
Zbog toga toplo preporucujem ovu knjigu svako-
mu tko se bavi pou¢avanjem matematike.

Napomena. Keith Devlin je izvr$ni direktor Cen-
tra za istraZivanje jezika i informacija, savjetnik je
za matematiku na Stanford Universityju. Dobitnik
je nagrade Pythagoras, nagrade Peano, nagrade
Carl Sagan te nagrade Joint Policy Board for Mat-
hematics Communications. Autor je vrlo popular-
ne kolumne Deviin’s Angel na portalu Mathemati-
cal Association of America.

Najtezi prijamni na svijetu

Nije bauk matematike specifi¢an hrvatski problem.
Sli¢ne probleme imaju i mnogi drugi obrazovni su-
stavi i narazne ga nacine poku$avaju rijesiti i pribli-
Ziti matematiku uéenicima. Ima i onih koji inzistiraju
bas na teskoj matematici pa traze ucenike koji je
mogu svladati. Casopis Geo (7/2009) donosi tako
reportaZzu o najtezem prijamnom ispitu na svijetu,
prema kojem je test iz matematike na visoj razini
nase probne drzavne mature luk i voda. Svake se
godine otprilike 300 tisu¢a mladih Indijaca prijavi
na Indian Institutes of Technology. Za taj se ispit, ko-
ji se uglavhom bazira na matematici, pripremaju

21



22

aktualno

nevjerojatno marljivo uc¢eci i po 18 sati na dan. Us-
pijeva ih svega dvoje od 100. Daleko od toga da se
zalazem da nasi ucenici polazu tako stresne testo-
ve. Jedna mnogoljudna zemlja moze si dopustiti
biranje najtalentiranijin i da bude svjetski rasadnik
znanstvenika. Ali i za onaj najmanji obrazovni su-
stav vazno je da ne iskljuCuje svoje ucenike i stu-
dente iz krugova svjetske znanstvene zajednice sa-
mo zato jer matematika zahtijeva veéi napor.
Mnogih znanstveno-tehnoloskih ostvarenja ne bi
bilo bez razvoja matematike.

Putovanje na Mjesec

Ve¢ spomenuti broj ¢asopisa Geo, povodom cetr-
desete obljetnice Covjekova spustanja na Mjesec,
opisuje taj fascinantan ljudski poduhvat. Danas,
kad smo uz pomoc razvijene tehnologije u potra-
zi za zabavom stvorili virtualne svjetove, pobrkav-
§i zbilju i mastu, nagledali se svakojakih zvjezda-
nih staza i ratova zvijezda, moze nam se priciniti da
misija Apollo 11 nije bila nista posebno. Pa i sada
astronauti lete u orbitu, a ¢ak se govori i 0 svemi-
ru kao turisti¢koj destinaciji. Previdamo da ovi da-
nasnji izleti vode najdalje do 600 km od povrsine
Zemlje, a put na Mjesec dug je 384 tisuce kilome-
tara. Dobro se sje¢am te ljetne veceri kada se ci-
jeli moj kvart natrpao kod susjeda koji je imao je-
dan od prvih crno-bijelih televizora u mjestu. Tada
je Neil Armstrong zakoracivsi na MjeseCevu povr-
Sinu izrekao onu Guvenu recenicu: "Ovo je mali ko-
rak za Covjeka, a veliki za CovjeCanstvo." | doista,
Cetrdeset godina kasnije moze se re¢i da je lansi-
rati ljude sa Zemlje, spustiti ih na drugo nebesko
tijelo i vratiti Zive bila ludo hrabra avantura. Oni su
imali goriva za samo desetak sekundi viSe leta,
Sto je bilo posebno dramati¢no jer utvrdena loka-
cija nije bila pogodna za spustanje! Trebalo je biti
siguran i u to da ¢e raketni motori pri povratku biti
dovoljno snazni i imati dovoljno goriva za svlada-
vanje MjesecCeve gravitacije i da ¢e brod pravilno
usmieriti k Zemlji, a zatim se sigurno bez izgaranja
spustiti kroz Zemljinu atmosferu na to¢no odrede-

nu lokaciju na oceanu. Bilo je tu mnostvo tehnic-
kih detalja koji su zahtijevali to¢an i vrlo precizan
prora¢un. Bez matematike ovaj bi pothvat bio ne-
moguc. Nije ovdije bila rije¢ o uspjehu pojedinaca
ili tima kao u sportu. Bio je to trijumf ljudske zajed-
nice, zivucih i umrlih znanstvenika, koji su spozna-
li prirodu Sunceva sustava i matematickim ga mo-
delom opisali.

Sto je matematika?

Nije osvajanje Mjeseca jedini primjer koji ¢e nas
uvjeriti u ucinkovitost matematike, ali zasto je ona
mnogim ljudima udaljena poput drugog nebe-
skog tijela? Mozda je potrebno najprije definirati
matematiku da bi nam stvar bila jasnija. | tu se ve¢
susre¢emo s prvim problemom. Prva aluzija na
matematiku za mnoge je pojam broja i racunanije.
To bi bilo vrlo usko gledanje na matematiku, a i sa-
mo racunanje danas je uvelike prepusteno stroje-
vima. Matematika se nije bavila samo brojevima,
nego i drugim objektima kroz svoju povijest. Ima-
de tu toCaka, duzina, likova, krivulja, tijela, presli-
kavanja, funkcija, skupova, grupa, grafova, struk-
tura, dogadaja, odnosa... Danas su matematicari
skloni svoju znanstvenu disciplinu nazivati znano-
$¢u o obrascima. Zvuci kao vrlo zgodna i jezgro-
vita dosjetka, ali nam ona ne razjasnjava problem.
Stoga poku$ajmo s pomocu nekoliko primjera uo-
¢iti matematicku bit nekih pojava.

Primijeri
Loto ludilo. Sjecate li se loto ludila koje nas je za-
pljusnulo u prolje¢e 2009. godine? Mozda ste i vi

pokusali osvaijiti tih Eetrdesetak milijuna kuna! Ko-
liko ste pritom imali Sanse?

"Znate one djecje lokote za bicikle s kombinaci-
jom od 4 znamenke. MoZete li pogoditi Sifru? (Pro-
fesionalci i avanturisti iskljuceni!) Tesko, naravno.
No, to je jo$ uvijek 3000 puta lakse nego pogodi-
ti 1,4,514,22,28,34, a §to je izvuceno jucer. Znam
da kradljivci bicikla nisu impresionirani. Jer imaju
spretne prste i ne znaju Sto je 3000.

Idemo onda ovako. Recimo da za nepoznatu 0so-
bu morate pogoditi mjesec, dan, sat, minutu i se-
kundu rodenja — u sekundu to¢no. Kolike su vam
Sanse? Pa, otprilike to¢no iste kao da vas zapad-
ne super 7 turbo jack pot dobitak. Jer u godini
imade 31 536 000 sekundi. Biste li ulozili 3 kune u
okladu u kojoj morate pogoditi neciji rodendan i k
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tomu jo$ u sekundu to¢no vrijeme sretnog doga-
daja? Vjerojatno ne; prije biste sami sebe poslali
na promatranje. Cak i ako za svake daljnje tri kune
mozete kupiti jo§ nekoliko pokusaja.”
(http://euklid.blog.hr)

Doista, kako je autor ovog bloga tako to¢no izra-
éunao vjerojatnost dobitka? Krenimo od jedno-
stavnijeg problema.

1. Pretpostavimo da su u bubnju samo tri
kuglice oznacene s brojevima 1,21 3. Na
koliko nagina mozemo izabrati dvije od te tri?
Mozemo birati kombinacije {1, 2}, {1, 3} i
{2, 3}. Dakle na tri nacina.

2. Ako su u bubnju Cetiri kuglice, moguce su
ove, dvoclane kombinacije: {1, 2}, {1, 3},
{1, 4}, {2, 3}, {2, 4} i {3, 4}. Dakle, Sest je
mogucih kombinacija.

3. Aakoih je pet a izvlacimo trojke, onda je 10
mogucih kombinacija: {1, 2, 3}, {1, 2, 4},
{1,2,5} {1, 8,4}, {1,3 5} {1, 4,5}, {2, 3, 4},
{2,3,5}, {2,4,5}i {3, 4,5}

Mozemo nastaviti ovo navodenje s ve¢im brojem

kuglica u bubnju i s proizvoljnim brojem izvu¢enih

kuglica. MatematiCari su uocili da se do broja ra-
zli¢itih kombinacija moze doc¢i odredenim obras-
cem. U prvom slucaju to je formula:

3:2

273
U drugom slucaju to je:

4-3

177-6.
U trecem:

5-4-3 _

1-23 =10,

a to onda znaci da bi na primjeru naseg lota 7 od
39 broj kombinacija bio:
39-38-37-36-35-34-33
1-2-3:-4-5-6-7

Mozete li izracunati taj broj? Naravno, ne treba se
muciti jer i najobi¢niji znanstveni kalkulator ima
tipku nCr i dovoljno je upisati: 39 nCr 7. Probaj-
te izracunati koliki je broj kombinacija na talijan-
skom lotu 6 od 90. Cudi li vas onda zasto ve¢ de-
vet mjeseci nije izvuCen jack pot koji trenutacno
iznosi 140 milijuna €7

Vratimo se otkrivenom obrascu za izracunavanje
kombinacija. Matemati¢ari ga u svojim priru¢ni-
cima nece pisati u ovakvim konkretnim oblicima,
nego ¢e formulu uopditi i reéi da je, kada je rije¢ o

n razli¢itih elemenata od kojih se biraju k-razredne
kombinacije njihov broj:
n-m—1)-m—=2)-..-m—k+1)
1-2-3-..-k
Eh, sad ve¢ ovakva formula trazi dodatni misaoni
napor, ali moramo se sloZiti da je uopéavanje vr-
lo racionalno i korisno. Doista nema smisla pisa-
ti tisuce razli¢itih formula. Ima smisla i potrebe za
simbolickim zapisom ove dugacke formule. | doi-
sta postoji simbol (Z) koji se &ita n povrh k. Mate-
matika u¢eniku moze biti zamr§ena i zbog svih tih
simbola, ali oni su prirodno nastajali i na neki su
nacin obrisi onoga §to matematicar vidi, ba$ kao
Sto glazbenik u notama prepoznaje tonove i glaz-
bu, a ne tek puke simbole.

=3.

Pravilni mnogokuti. Matematika se ne mora nuz-
no baviti brojem. Moze i oblikom. Stari su se Gr-
ci posebno bavili geometrijom. Jedan od dobro
poznatih obrazaca jest izdvojiti mnogokute kojima
su sve stranice jednake duljine i kojem su svi ku-
tovi medusobno sukladni. Najjednostavniji od ta-
kvih likova jest jednakostrani¢an trokut s kutovima
od 60°. Slijedi kvadrat s Cetiri prava kuta, pa pra-
vilni peterokut itd. Pravilnih je mnogokuta besko-
na¢no mnogo.

Matematiku ipak ¢esto povezujemo s brojevima i
doista, oni se pojavljuju posvuda. Uz mnogokute.
Mnogokutima bi, na primjer, mogli raCunati povrsi-
nu ili dijagonale. Trokut nema dijagonala, kvadrat
ima dvije, peterokut ih ima pet, Sesterokut devet, a
koliko ih ima ovaj osamnaesterokut na slici?
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Prebrajanje nece biti ba$ jednostavno i kratkotraj-
no. Mozda je ¢ak bolje ne razmatrati pojedinac-
ne jednostavne slucajeve nego pokusati prona-
¢i op¢i obrazac. Jedan vrh mnogokuta mozemo
povezati sa svim vrhovima osim sa samim so-
bom i sa svojim susjedima. Znadi, jedan vrh s njih
n — 3, a kako je svih vrhova n ukupno mozemo
povuéi n(n — 3) dijagonala. Medutim, na taj Ce-
mo nadin ocito svaku dijagonalu povuci dva pu-
ta, pa taj broj treba prepoloviti.

Formula je dakle n(nz_ 3)
sSno ovaj osamnaesterokut ima
135 dijagonala.

., odno-

Paprat. Mnogi ¢e re¢i kako ne
vole matematiku i njenu euklid-
sku pravilnost i kako u svijetu ko-
ji nas okruzuje nema savrsenih
krugova, kvadrata, kugli ... Ka-
ko matematika ne moze opisa-
ti prirodne oblike,
poglavito one Zive
prirode. Tako ako zelimo dobiti sliku
paprati, trebat ¢e nam fotografski
aparat, ili dobar crtag, ili neka vrsta
kopiranja herbarija, ili internetska
samoposluga sli¢ica. Ova sli¢ica li-
jevo vjerojatno je skinuta s interneta.
A ne, ne! Matematicari su proniknu-
lii utakve oblike i opisali ih svojim
jednadzbama. Ovu jedinstvenu sli-
¢icu nacrtalo je racunalo po zada-
nim matematickim jednadzbama,
ba$ za potrebe ¢lanka koji upravo
Citate. Svaku tockicu (piksel moni-
tora) kojoj su pridruzene odredene
koordinate transformiralo je u neke nove koordina-
te nasumce po nekoj od ovih &etiriju formula:

(x, ) — (0.0, 0.00016x + 0.16y),

(x, y) — (0.85x + 0.04y, — 0.04x + 0.85y + 1.6),
(x,y) = (0.2x — 0.23y, 0.23x + 0.2y + 1.6),
(x,y) — (= 0.15x + 0.28y, 0.26x + 0.24y + 0.44),

i to uzastopno (iterativno) mnogo puta. Dakle, ka-
da se koordinate neke toc¢kice transformiraju prvi
put, dobije se nova tockica koja se ponovno pod-
vrgne nekoj od Cetiriju transformacija i tako neko-
liko desetaka tisu¢a puta. Tu rac¢unalo daje samo

snagu, a masta je na strani matematike. Na ni-
zu sli¢ica moZzete vidjeti rezultat dobiven redom s
1000, 5000, 10 000 i 20 000 iteracija.

Napomena. Ove slike dobio sam programom Win-
feed(http://math.exeter.edu/rparris)
koji je besplatan i vrlo jednostavan za uporabu.
MoZete mijenjati jednadZbe i dobivati paprati druk-
Cijeg oblika, ali i druge fraktalne objekte.

U zelji da pokazemo kako stereotip 0 matematici
kao krutoj disciplini punoj bezivotnih formula nije
bas to¢an, mozda smo kroz ovih nekoliko primjera
proSetali previSe jednostavno i nekako olako. Mate-
matika, iako puna ljepote i vrlo kreativna, ipak je vr-
lo stroga disciplina i ne¢e na temelju nekoliko uza-
stopnih podudarnosti prihvatiti opéi zakljudak. Cak
i ako racunalo provjeri da nesto vrijedi u milijun slu-
Cajeva, pitat ¢emo se vrijedi li i za milijun i prvi slu-
¢aj. Uvijek se trazi strogi logicki dokaz neke tvrdnje.
U tom smislu i samo definiciju matematike moze-
mo malo proSiriti: Matematika je znanost o urede-
nosti, obrascima, strukturi i logi¢koj povezanosti.

Matematika je znanost bez koje druge znanosti ne
bi mogle. Ona je orude kojim se neke pojave mogu
vidjeti u svojoj srzi, ili objasniti, ili predvidjeti i izra-
Sunati. Mogu dizajneri zamisliti bilo kakav avion,
ali hoce li se on odrzati u zraku pouzdan odgovor
dat ¢e jednadZba koju je pocetkom osamnaestog
stolje¢a otkrio matematic¢ar Daniel Bernoulli. Za-
mislite, davno prije pojave letjelica! | gréki je mate-
mati¢ar Eratosten, dvije tisu¢e godina prije misije
Apollo, izratunao promier i zakrivljenost Zemlje s
nevjerojatnom toénoscu.

No, nisu samo tehnika i prirodne znanosti te ko-
je rabe matematiku. Vrlo slozenu statistiku i teoriju
vjerojatnosti rabe i osiguravateljske kuce. Lingvist
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Noam Chomsky rabio je matematiku da "vidi" ne-
vidljivo u apstraktnim uzorcima rijeci koje prepo-
znajemo kao gramatic¢ku recenicu.

Razmisljate li matematicki?

Godine 1970. britanski psiholog Peter Wason pro-
veo je istraZivanje s jednim na prvi pogled jedno-
stavnim zadatkom, ali koji vecina ljudi ne zna rije$i-
ti. Zamislite na stolu pred vama Cetiri igrace karte.
Receno vam je da svaka karta na jednoj straniima
brojku, a na drugoj slovo. Na kartama koje su pred
vama vidite ove simbole:

EK 47.

Na vama je da odredite koje karte morate okrenuti
kako biste provijerili je li poStovano pravilo: Ako je
na jednoj strani karte samoglasnik, na drugoj stra-
ni karte nalazi se paran broj. Molim vas, zastanite
u &itanju i pokuSajte rijesiti ovaj problem.

Bez obzira na to za koje ste se rjeSenje odludili vje-
rojatno jos uvijek provjeravate. RjeSavanje vam je
iSlo sporo i nekako ste se gombali razmisljajuci?
To je normalno. Provjerimo sada vase rjeSenje. Vr-
lo vjerojatno biste okrenuli kartu E da provjerite je
li's druge strane paran broj. | to svakako treba uci-
niti, a zatim? Neki ¢e zatim okrenuti kartu s bro-
jem 4, ali to uopce nije potrebno, jer pravilo ¢e bi-
ti postovano Cak i ako je s druge strane suglasnik.
Pravi je potez okrenuti kartu s brojem 7. Ako bi s
druge strane bio samoglasnik, utvrdili bismo da
pravilo nije postovano.

Jedan pak drugi ne toliko apstraktan i vrlo konkre-
tan problem gotovo svi ljudi znaju rijesiti. Recimo
da vi organizirate tulum na kojem ne biste Zelje-
li da se kr8i pravilo da maloljetnici ne smiju piti al-
kohol, pa zamolite sve uzvanike da na stol pored
Case stave osobne iskaznice. Za jednim stolom
sjede Cetiri mladi¢a kojima ne znamo dob. Za jed-
nog od njih znamo da pije pivo, a za drugog sok.
Njihove iskaznice polozene su tako da ne vidimo
dob. Ostala dvojica su okrenula iskaznice tako da
se vidi da je jedan punoljetan, a drugi nije. No, ne
znate piju li oni tonik ili votku. | tu je svima jasno
Sto uciniti. Kod onog koji pije pivo okrenuti osob-
nu iskaznicu da se vidi dob, a kod onog kojem se
vidi da je maloljetan pomirisati ¢asu.

Je li moguce da je ovdje rije¢ o potpuno analo-
gnom problemu? Jest, zapravo to je jedan te isti
problem. Mozemo povudi usporedbe:

ima samoglasnik — pije alkohol
ima suglasnik — pije sok
ima paran broj — punoljetan je
ima neparan broj — maloljetan je.

Pravilo alkohol smijete konzumirati samo ako ste
punoljetni adekvatno je pravilu ako je na jednoj
Strani karte samoglasnik, na drugoj strani te karte
nalazi se paran broj. Dakle, s logicke je to strane
potpuno isti problem. Zasto onda onaj prvi mno-
gi smatraju iznimno teskim, a drugi iznimno jed-
nostavnim? Rije¢ je o tome da ljudi mnogo jed-
nostavnije razmisljaju o poznatim objektima i
prepoznatljivim situacijama, nego o potpuno ap-
straktnim objektima u neobi¢nim situacijama. Ma-
tematika se bavi upravo takvim objektima, bez
obzira na to $to su mnoge njene ideje nastale iz
sasvim praktiénih problema i §to mnoge te umo-
tvorine imaju svoju primjenu.

Apstraktno razmisljanje

Samo je ljudski mozak sposoban razmisljati o
apstraktnim pojmovima. Postoje Cetiri razine ap-
straktnog razmisljanja.

* Na prvoj razini mozemo manipulirati u mislima
stvarnim predmetima koje zamjeéujemo u svo-
joj okolini. Ovdje nema nikakvog uopcéavanja. Iz-
gleda da su za ovo sposobne i neke Zivotinjske
vrste.

* Na drugoj razini mozemo zami$ljati stvarne ob-
jekte koje ne zamje¢ujemo u svojoj okolini. Toj
razini su dorasli i neki primati.

* Na trecoj razini postoje u nasim mislima objekti
koje u stvarnom svijetu nikada nismo vidjeli.
Rije¢ je o potpuno izmisljenim objektima koji
mogu biti i kombinacije stvarnih objekata. Iz-
gleda da su tomu dorasli samo ljudi.

« Cetvrtu razinu apstraktnog razmisljanja cine
potpuno apstraktni objekti koji nisu neposredno
ili na jednostavan nacin povezani sa stvarnim
predmetima. Ti su objekti nastali uopcavanjem.
Uzmimo za primjer broj 3 koji kao takav ne pos-
toji u stvarnosti. U stvarnom svijetu postoji skup
jabuka, kamencic¢a, ljudi..., kojima smo mi uodili
zajednicko svojstvo jednakobrojnosti.

Osvrnemo li se sada na Wasonov test, onda moze-
mo lako zakljuciti da zadatak o tulumu pripada tre-
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¢oj razini apstraktnog razmisljanja, a onaj s kartama
Cetvrtoj, mnogo zahtjevnijoj razini. Matematika se
bavi apstraktnim pojmovima ili objektima koji ima-
jumalo ili nimalo veze s objektima u realnom svijetu.
Svaki problem uzdignut na &etvrtu razinu apstrak-
tnog razmisljanja zahtijeva daleko veci misaoni na-
por od nekog sli¢énog "opipljivog" problema.

Barbika kaze da je
matematika teska

Kada je svojevremeno tvrtka Mattel koja proizvodi
globalno popularnu lutkicu Barbie izbacila model
lutke koji je izgovarao nekoliko reCenica, a izme-
du ostalih i re¢enicu "Matematika je teska", cije-
la se matematicka zajednica Sjedinjenih Ameri¢-
kih Drzava digla na noge. Svakako nije dobro da
se djevojtice, koje se pretezito igraju s tom igrac-
kom, obeshrabruje u u¢enju matematike, ali Bar-
bie bas i nije bila u krivu, odnosno nisu u pravu oni
koji su tvrdili da matematika nije teska vec¢ je sa-
mo drukdija. Evolucija nam je podarila mozak koji
moze, osim reakcije na osjetiine podrazaje izvana,
razmisljati offline o objektima ili predmetima koji
im sli¢e. Britanski matematiar Keith Devlin, autor
knjige Matematicki gen, kaze:

"Za matematiku je potrebno offline razmisljanje o
potpuno apstraktnim objektima koji uopc¢e nisu
povezani s bilo ¢ime iz stvarnog svijeta. Nag§ mo-
zak mora stvoriti obrasce djelovanja koji se razli-
kuju od posljedica osjetilnih podrazaja. Znamo da
Su za to sposobni gotovo svi pripadnici ljudske vr-
ste, bududi da je upravo to preduvijet osjecaja za
broj i svladavanja raznih apstraktnih znacenja u
modernom Zivotu, poput pojmova braka, vlasnis-
tva ili zaduzenosti. Ipak, najce$¢e nam se offline
razmisljanje Cini teSkim. Sa subjektivnog stajali-
Sta, mozak novu apstrakciju prihvac¢a tako $to je
pokusava uciniti stvarnijom kroz upoznavanje ko-
je proizlazi iz neposrednog dodira s apstraktnim
pojmovima. A to zahtijeva naporan rad."

Sitna greska i
nerazumijevanje?

Bez stotina i stotina samostalno rijeSenih zadata-
ka bilo u skoli ili kod kuce teSko je zamisliti na-
predak u matematici. Pod samostalno rijeSenim
zadacima ne podrazumijevam one koji su tek pre-

pisani s ploce, a niti one koje ucenik rieSava pod
prevelikom kontrolom instruktora. A je li u danas-
nje vrijeme naporan rad u modi prosudite sami?
Kada se piSe o tome kako mnogo gimnazijalaca
odmah u prvom razredu mora posegnuti za in-
strukcijama iz matematike, onda se olako zaklju-
Cuje kako je rije¢ o prezahtjevnom programu ili
prestrogom profesoru. 1z dugogodisnjeg iskustva
znam da problemi Cesto leze u nerazumijevanju

temeljnih matemati¢kih pojmova kao $to je razlo-

mak. Smatrate li pitanje je li zbroj % + % vedi od 1

teSkim pitanjem za gimnazijalca? Pa ipak, nemali
broj njih ne¢e moci brzo, pa ¢ak ni to¢no odgovo-
riti na to pitanje. S druge strane, oni s istanc¢anim
osjecajem za razlomak, oni koji ga "vide" odmah

¢e reci da je zbroj za é veciod 1. Vecina ¢e radije
umijesto razmisljanja posegnuti za pravilom i kre-
nuti u zbrajanje po $pranci. A, kako ono ide pravi-
lo za zbrajanje razlomaka? Mozda bolje da ovdje
ne izricemo to sloZeno pravilo. Matematika je vrlo
stroga u zahtjevu za poStovanjem pravila i simbo-
lai to je joS jedan razlog koiji je Cini teSkom. Kako
je takvih pravila jako mnogo, nemoguda je misi-
ja pamtiti ih bez dubinskog razumijevanja. Mate-
matika bez razmisljanja o znacenju svakog poj-
ma postaje skup zamrSenih i proizvoljnih pravila i
simbola. Tako se lako dogodi greska da se pravi-
lo pojednostavni i zbroji brojnik i brojnik, nazivnik
i nazivnik, kako to ide kod mnozenja razlomaka,
a ovdje je potpuno krivo. | tu se ucenik i nastav-
nik Cesto razilaze u procjeni ucinjene pogreske.
Dok je uéenik smatra sithnom zabunom, nastavnik
u pogresci prepoznaje nerazumijevanje.

MatematiCke sposobnosti

Ipak, neki ucenici lakse od drugih svladavaju mate-
maticko gradivo. Imaju li oni neke posebne sposob-
nosti? Koje sposobnosti uopée zahtijeva matemati-
ka? Za bavljenje matematikom potrebno je imati:

1. Osjecaj za broj. S tim osje¢ajem smo
rodeni i njega iskazuju mala djeca, a i neke
Zivotinjske vrste.

2. Sposobnost brojenja, razlikovanja
i usporedivanja broj¢anih veli¢ina.
Cimpanze se znatnim naporom moze nauditi
da broje do deset, a jedino ¢ovjek moze
nastaviti broj¢ani niz u beskonacnost.
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Sposobnost racunanja. Covjek je sposoban
usvaijiti algoritme kojima moze izvoditi razne
operacije s brojevima. Usvajanje nekih algo-
ritama kao $to je tablica mnozenja zahtijeva i
naporno uc¢enje napamet, ali i tu se dolazi do
olaksanja ako razumijemo da je 9 puta 6 isto
§to i 6 x 9. Algoritmi se pojavljuju na svim razi-
nama matemati¢kog obrazovanja, a danas

ih olak§avaju kalkulatori. Ipak, znati tablicu
mnozenja brojeva do 10 napamet je nuzno.
Neki ucenici zbog nesigurnosti ili nedovoljne
brzine s tablicom mnoZenja imaju problema
sa srednjoskolskom matematikom.

Sposobnost apstraktnog razmisljanja.
Ljudski mozak razvija ovu sposobnost s
usvajanjem jezika, a problem se javlja zbog
nemogucnosti primjene te sposobnosti na
matematicka uopcavanja.

Osjecaj za uzrok i posljedicu. Ljudi su ovu
sposobnost razvili vrlo rano. Na primjer, iako
fiziCki slabiji od Zivotinja znali su da ranjenu
zivotinju treba pratiti jer su znali Sto slijedi.
Kada su u pitanju apstraktni pojmovi, onda je
situacija slozenija.

Sposobnost stvaranja i upravljanja
uzrocno-posljediénim nizovima i ¢injenica
i dogadaja. Ovu sposobnost svakodnevno
rabimo i unaprijed donosimo niz odluka. Bez
ove sposobnosti nemogude je izvesti neki
matemati¢ki zadatak do kraja ili dokazati
neku tvrdnju.

Sposobnost logi¢kog razmisljanja. Covjek
moze korak po korak nizati logic¢ke argumente
i to je temelj matematic¢kog promisljanja.

Sposobnost razmisljanja o odnosima
medu objektima. Kao Sto postoje odnosi
medu objektima iz stvarnog svijeta, isto
tako postoji i odnos medu apstraktnim
matemati¢kim objektima. Uociti te odnose
klju¢ je uspjeha u matematici.

Sposobnost snalazenja u prostoru. Da
¢ovjek nema razvijenu ovu sposobnost,
vjerojatno ne bi prezivio kao vrsta. Ova
sposobnost nije kljuéna samo za poimanje
geometrije, nego pruza moguénost da se i
neki drugi matematicki problemi smjeste u
zorniji kontekst i rijese.

Mogu li oni koji misle da ne
mogu?

Pri rieSavanju obi¢nog srednjoskolskog matema-
tickog zadatka najc¢esce se iskazuje potreba za
kombinacijom nekoliko sposobnosti. Mi smo kao
ljudi razli¢iti pa se u razini posjedovanja tih spo-
sobnosti razlikujemo. Postoje ¢ak statisti¢ki do-
kazane i spolne razlike u nekim sposobnostima,
ali one su zanemarive za svladavanje matematike.
Golema je vecina ljudi sposobna svladati elemen-
tarnu matematiku koja se uci u osnovnoj i srednjoj
Skoli. Zasto onda mnogi ljudi smatraju da je mate-
matika neshvatljiva? Keith Devlin sklon je zanimlji-
voj usporedbi:

"Kada u ku¢u udemo prvi put, o¢ekujemo da nam
je sve neobic¢no i nepoznato. No kad proSetamo
kuéom, prodemo kroz sobe i zavirimo u kuhinjske
ormari¢e, brzo se prilagodimo. No, §to ako u ku-
¢éu ne mozemo uci, a nase jedino znanje o njoj po-
sliedica je promatranja nacrta i planova koje su
rabili pri gradniji? Nadalje, Sto ako su ti nacrti i pla-
novi pisani tehni¢kim jezikom koji smatramo za-
stragujuéim i neshvatljivim? Sto ako, unato& na-
sim naporima, ne mozemo oblikovati sliku kuée
u svom umu? Tada ne¢emo modi osjetiti kako je
zivjeti u toj kuc¢i. Ne¢emo ¢ak ni u masti moci uci
u kucu.

ZamjeCujete razliku. Jednom kada udete u ku¢u, ne
morate biti posebno nadareni za kretanje ku¢om i
upoznavanije soba. Ono $to je tesko i zahtijeva do-
datne sposobnosti jest razumijevanje stru¢nih na-
crta i planova gradnje. Siguran sam da vecina lju-
di na taj nacin shva¢a matematiku. Suoeni su s
brdom pravila, izre€enim nerazumljivim i besmisle-
nim jezikom. Nije rijeC o tome da ne razumiju mate-
matiku, oni joj se nikad ni ne priblize! Kad bi kre-
nuli samo korak dalje od nacrta i usli u kucu, bilo bi
im jednostavno istrazivati sobe tog matemati¢kog
zdanja, ba$ poput Setnje pravom ku¢om."

Kada se dogodi da se neki ucenik ili student mo-
ra ipak ozbiljnije pozabaviti nekim dijelom mate-
matike iz bilo kojeg razloga, onda se dogada da
je priliéno uspje$an u tom dijelu matematike. Sto-
viSe, tu osobu prestaju zanimati iskljuCivo vanjski
motivi kao $to je ocjena, a postaje joj jako vazno
jesu li dobiveni rezultati to¢ni zbog unutarnjeg za-
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aktualno

dovoljstva svojim radom. Svaki je nastavnik mate-
matike doZivio taj uspon kod mnogih ucenika. To
uvelike razbija stereotip da matematika mnogima
ne ide. Uspjeh u redovnoj srednjoskolskoj mate-
matici nije toliko u nasim sposobnostima koliko u
nasim glavama da li to Zzelimo. To mozemo uspo-
rediti s tréanjem kada je u proslom stolje¢u uslo u
modu. Pokazalo se da ¢ak i maraton mogu otréa-
ti neprofesionalni sportasi ako su dovoljno ustraj-
ni pri viezbanju.

Mozda u tom svjetlu treba promatrati i uspjeh uce-
nika nase Skole (Gimnazija i strukovna Skola Jur-
ja Dobrile Pazin) na nacionalnim ispitima i probnoj
drzavnoj maturi. Ni po ¢emu se ne moze zakljuciti
da je sposobnost nasih uc¢enika iznad prosjeka u
drzavi. Dapace, u ve¢im gradovima dolazi do o$-
trije selekcije pri upisu. Ovdje, je prije svega po-
stojala jaka Zelja ucenika i profesora da uspiju, a
na skoli je postojala atmosfera da se nadolaze-
¢im testovima pristupi vrlo ozbiljno. Kada se jed-
nom ucéenik po¢ne baviti matematikom i postiza-
ti uspjeh, matematika pruza dovoljno unutarnjeg
zadovoljstva. Posljedica svega je bio pojacan in-
teres uCenika za matemati¢ka natjecanja i relativ-
no dobri rezultati na njima.

Zanimljiv je i paradoks koji se javlja u u¢enju mate-
matike. ViSe problema moZzete imati s elementar-
nom matematikom nego s viSom, koja bi po pri-
rodi stvari trebala biti teza. Ovo potvrduju mnogi
nasi bivsi ucenici kada navrate u Skolu kao stu-
denti i izjave da su matematiku poloZili brzo, s vi-
sokom ocjenom, ¢ak boljom od one koju su imali
u srednjoj $koli. Cesto izjave kako im je ta visa ma-
tematika zanimljiva i da je sa zadovoljstvom svla-
davaju. | tu se moze povuéi zgodna paralela s ho-
danjem kroz prirodu. Hodate li zaraslom dolinom,
mucite se s mnogim preprekama na putu, a smjer
puta se ne nazire. Kada se uzdignete, neki uspo-
ni mogu biti ostriji, ali imate dovoljno kondicije za
svladati, vidite kuda idete, nazire se cilj kretanja i
jo$ ste nagradeni s predivnim pogledom.

Svrha ucenja matematike

Za nastavu je matematike pitanje gdje ¢e nam to
trebati pomalo nezgodno i tesko pitanje. lako je
svijet koji nas okruzuje tehnicki vrlo sofisticiran, za-
pravo se sa svime mozemo sluZiti, a da ne zaviru-

jemo ispod haube. Bas kao $to koristimo racunalo,
mobitel ili automobil. Mala djeca i prije nego krenu
u Skolu ve¢ na racunalu crtaju zakrivljene linije kori-
stec¢i program Paint, a tek ¢e u prvom razredu sred-
nje Skole nauditi kvadrat binoma i koordinatni su-
stav u ravnini s pomocu kojeg se model Bezierovih
krivulja moze objasniti. Danas lako dostupni GPS
koristimo u automobilu, a da ni ne razmisljamo da
se pozicija odreduje s pomocu sjecista hiperbo-
la. Jednostavno strojevi to rade za nas, a mi njima
upravlijamo i bez nekog velikog znanja matemati-
ke. Naravno, ekipe ljudi koji su osmisljavali tehni¢ke
naprave vise su il manje rabili matematiku. Zelja da
budemo kreatori, a ne samo korisnici ve¢ moze biti
stimulativna za u¢enje matematike.

Danasnji trend u obrazovanju jest stec¢i prakticna
znanja koja nakon stjecanja diplome mozemo pri-
mijeniti. U takvom okruzju matematika gubi na vaz-
nosti. Medutim, nije rjeSenje u njenoj redukciji ili
prenaglaSavanju primjene matematike, nego njeno
poucavanije u kontekstu Sirokog humanistickog pri-
stupa u obrazovaniju. Devlin ée reci kako obrazova-
nje nije uvjezbavanje ljudi za odredeni posao ili ka-
rijeru ve¢ prenosenje znanja i tisu¢a godina ljudske
kulture s jedne generacije na drugu.

Americ¢ko ministarstvo obrazovanja 1997. objavi-
lo je Bijeli dokument koji je naglasavao vaznost
srednjoskolske nastave matematike za upisivanje
zelienog fakulteta i uspjeh na trzistu rada. Podaci
nekoliko visegodiSnjih istrazivanja pokazuju da su
studenti koji su u srednjoj sSkoli slusali matemati-
ku bili mnogo uspjesniji i imali bolje ocjene od stu-
denata koji nisu pohadali sate matematike u sred-
njoj Skoli. | to bez obzira na vrstu fakulteta. Izgleda
da je dnevna doza matemati¢kog razmisljanja vr-
lo korisna za nas um, bas kao i rekreativno tréa-
nje za nase tijelo.

LITERATURA

[1] P.Davis, R. Hersh, E. A. Marchisotto: DoZivljaj matemati-
ke, Golden marketing, Zagreb 2004.

[2] Keith Devlin: Matematicki gen, Algoritam, Zagreb 2008.

[38] Paul Dawkins: How to Study Mathematics,
http://tutorial.math.lamar.edu

broj 51/ godina 11./ 2009.



