O problemu obrade grafova

funkcija i krivulja u nastavi Cetverogodisnjih srednjih skola
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1. Uvod

U srednjoj $koli, a osobito na vis§im i visokim Sko-
lama, u€enici i studenti susre¢u se sa zadacima u
kojima je skiciranje grafova funkcija sastavni dio
zadatka. Pritom se oCekuje da samo skiciranje
grafa, kao zorne pomodi u rieSavanju, bude brz,
lak i rutinski posao. Spomenimo samo nekoliko vr-
sta zadataka ili podrucja gdje je vjestina skicira-
nja grafova nuzna: grafi¢ko rjeSavanje raznih ne-
jednadzbi, odredivanje broja rijesenja jednadzbe,
izraGunavanje povrsine ravninskih likova i volume-
na rotacijskih tijela pomodéu odredenog integrala,
viSestruki i krivuljni integrali, numeri¢ke metode za
priblizno rieSavanije jednadzbi itd.

lako gimnazijalci i u€enici tehnickih Skola uce cr-
tanje grafova svih osnovnih elementarnih funkci-
ja i ve€ine elementarnih funkcija, a pri obradi ne-
kih primjera koriste i transformacije grafova (npr.
J) = a(x —x,)* +y,, g(x) = A4 sin (ox + ¢) + d....),
praksa pokazuje da vecini u¢enika i studenata Cini
nepremostivu prepreku skiciranje krivulja:

=1_ M = 1 — = X _
y=1-e" y=2sinx| -1,y logz(2 1),
yI=2x—4y+2,.
Na nekim fakultetima ta se tema samo usput spo-
mene, dok se na vecini uopce ne obraduje. Vjero-

jatno zato jer se tamo pretpostavlja da je obrade-
na u srednjoj Skoli.

Dakle, sama praksa namece potrebu da se tema
transformacije grafova temeljito obradi. Mislim da
je to najpogodnije napraviti u Cetvrtom razredu u

Milan Kabi¢, Zagreb

okviru poglavlja Funkcije, neposredno prije prela-
ska na limes funkcije. Za to je potrebno odvojiti
nekoliko Skolskih sati. Najprije bi trebalo napravi-
ti pregled i sistematizaciju elementarnih funkcija,
ponoviti njihova svojstva i grafove, s naglaskom
da ucenici trebaju zapamtiti skiciranje grafova
osnovnih elementarnih funkcija. Nakon toga bi se
temeljito obradile transformacije grafova.

Graf funkcije

Definicija: Graf funkcije £ D, — K je skup urede-
nih parova l"f: {(x, fx)) 1 x e Df}. Za realne funk-
cije realne varijable uredene parove (x, f{x)) uobi-
¢ajeno prikazujemo u pravokutnom koordinatnom
sustavu u ravnini. Zbog toga ¢emo u daljnjem tek-
stu pod "grafom funkcije" podrazumijevati skup to-
Caka {T(x, f(x)) : x € Df}.

2. Transformacije grafova
funkcija i krivulja

Zadatak glasi: polazeci od grafa funkcije f{xx) koji
znamo skicirati, treba nacrtati grafove funkcija:

1. g(x) = af(bx + ¢) + d - linearna transformacija
grafa,

2. g =f(Ix).

3. g =[]

Kod krivulja Cije su jednadzbe implicitno zadane
imamo isti zadatak: polaze¢i od poznate krivulje
F(x, y) =0, treba skicirati krivulju Cija je jednadzba
G(x, y) =0, pri ¢emu je:
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1. G(x, y)=F(bx+c, ay+d),

2. Glx, y)=F(|x|. y),

3. Glx, y) = F(x, |y]).

Krivulje y = g(x) i G(x, y) = 0 su transformacije kri-
vulja y = f{(x), odnosno F(x, y) = 0.

Napomena: Svaku transformaciju grafa konkret-
ne zadane funkcije moZzemo promatrati kao presli-
kavanje definirano preko koordinata to¢aka. Tako

je linearna transformacija grafa funkcije f{x) pre-
slikavanje:

(T - T f) - T(*5S af)) +d).

b
Kod modula imamo:

t:T T, T(x, fw) — T'x, ()
odnosno ¢ :I' > T, T(x, f(x)) — T'Cx, |f(0))).
Ako gledamo krivulje kao skupove tocaka:

K= {T(x, y): F(x, y) =0}

K'= {T(x, y) : F(bx + ¢, ay+ d) = 0},
onda je linearna transformacija krivulje K presli-
kavanje:

to K=K, T(x, y) — T'(
Kod modula imamo:
to: K=K T, y) - T'(1x], ),

x—-c y—d
b’ a

gdje je:
K'={(x, y) : F(|x], y) = 0},
odnosno #,: K— K’ T(x,y) — T'(x, [y|),

K'= {(x,)) : F(x, |y]) = 0},

Gledano s geometrijskog aspekta, kod vecine
ovih transformacija, rije¢ je o preslikavanjima rav-
nine: translaciji, osnoj simetriji ili centralnoj sime-
triji. Uz njih imamo jo$ kontrakciju ili dilataciju u
smijeru koordinatnih osi. Ta nam ¢injenica olaksa-
va prakti¢nu izvedbu zadatka. Pod pojmovima ka-
rakteristicne toCke i karakteristicni pravci misli se
na sljedece: karakteristine tocke su sjecista ili di-
ralista s koordinatnim osima, to¢ke ekstrema, tje-
mena, zarista, srediSte konike ili neke povoljno
odabrane tocke grafa, a karakteristi¢ni pravci su
asimptote, osi simetrije ili ravnalica. Transforma-
cije se izvode po koracima. U prvom koraku pre-
slikamo sve karakteristicne tocke i pravce. Nakon
toga tocke dobivene u prvom koraku povezemo
glatkom linijom "imitiraju¢i" poc¢etnu krivulju. Na
slici 1.a) vidimo da su preslikavane nultocke i toc¢-

ke ekstrema kosinusoide. Kod parabole na slici
1.b), osim tjemena i fokusa, preslikani su jos rav-
nalica i os simetrije.

y=cos(x T

a) Transformacija grafa kao preslikavanje
i T,— Fg , T(x,cosx) > T" x+2 cosx+3].

P': (y-2)? = 2(x+3)

b) Transformacija krivulje kao preslikavanje
t,: P—P, (x,y) > T'(x-3,)).

Slika 1.

2.1. Linearna transformacija

Linearnu transformaciju grafa g(x) = af(bx + ¢) +
d razlucit ¢emo na Sest jednostavnijih sluc¢ajeva,
tako §to ¢emo funkciju g(x) rastaviti na "sastavne
dijelove", tj. na jednostavnije funkcije.

2.1.1. Translacija u smjeru x-osi

Akojea=b=1,d=0ic # 0, dobijemo funkciju
g(x) = flx + ¢). lako je graf funkcije g(x) po defini-
cijiskup I', = {T'(x, g(x)) :x € Dg}, za nase razma-
tranje povoljnije je uzeti da je:

Fg= {T'x-c, fix)) :x—ce Dg},
jerje gx — ) =fllx - ) + ) = f{).
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Iz razreda

Graf funkcije g(x) = f(x + ¢) dobiva se translacijom
ili pomakom grafa funkcije f{x) u smjeru x-osi za
|c|. Ako je ¢ > 0, graf se translatira ulijevo kao sto
je prikazano na slici 2.a). Kad je ¢ < 0, krivulja se
pomice udesno (vidi sliku 2.b)).

y:()(+6)? 6 y:xz
T=g4.4) 4 T=(2 4)
2 /!
X-C|= -4 52
-8 -6 -4 2 0o 2 4
T(x, x3) =T'(x-6, )

a) T(x, f(x)) — T'(x — ¢, f(x)). Graf funkcije g(x) = (x+ 6)?
nastao je translacijom parabole y = x2, za 6 ulijevo.

[ Toy-T 0 3y)

a e
"

b) T(x, y) — T'(x + 3, y). Translacija hiperbole za 3 udesno.

Slika 2.

Napomena: Da bi se izbjegla Cesta ponavljanja
u daljinjem tekstu, ovdje ¢u naglasiti da sve tvrd-
nje koje se odnose na transformaciju y = g(x)
grafa y = f{x) vrijede takoder i za transformaciju
G(x, y) = 0 implicitno zadane krivulje F(x, y) = 0.

2.1.2. Translacija u smjeru y-osi

Akojea=b=1,c=0id+#0, dobiemo g(x) =fix) +d.
Graf funkcije g(x) je skup:

Fg ={T'(x,fx)+d):xe Dg}.

Ako ordinati svake toc¢ke T(x, f{x)) pribrojimo d,
dobivamo tocke grafa funkcije g(x).

Graf funkcije g(x) = f{x) + d dobiva se translaci-
jom ili pomakom grafa funkcije f{x) u smjeru y-osi
za |d|. Ako je d <0, graf se translatira prema dolje
kao sto je prikazano na slici 3.a). Kad je d > 0, kri-
vulja se pomice prema gore.

U jednadzbi F(x, y + d) = 0, implicitno zadane kri-
vulje, koeficijent d je preSao na lijevu stranu znaka
jednakosti pa imamo obrnutu situaciju: Ako je d > 0,
krivulja se translatira prema dolje. Kad je d <0, kri-
vulja se pomice prema gore.

Na slici 3.b) prikazana je kompozicija dviju tran-
slacija. Jedna je u smjeru x-osi, a druga u smje-
ru y-osi.

2

-4 2 0 2 4
y =arctgx
; . /2

3 -3/,
y=arctgx- Bl

=21

T(x, arc tg x) > | T'(x, arc tg x - 3; )

a) T(x, f(x)) — T'(x, f(x) + d). Graf funkcije f(x) = arctgux,

pomaknut je prema dolje za %ﬂ:

D

—T'(x +5, y +2)

. — -
b) Translacija elipse za vektor v=>51i +2 ;.

Slika 3.
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2.1.3. Zrcaljenje s obzirom na x-0s

Zaa=-1b=1 c=d=0imamo g(x) = - f(x).

Graf funkcije g(x) je skup:

I= {T’(x, —flx)) : x € Dg}.

Tocke T(x, fix))i T" = (x, — f(x)) razlikuju se samo
u predznaku ordinata pa su osnosimetri¢ne u od-
nosu na x-os.

Na slici 4.a) je primjer zrcaljenja grafa funkcije u
odnosu na x-0s, a na slici 4.b) zrcaljenje konike.

X 54 X
T(x,2 )=>T'(x,-2 )

-4 4 2,-4)

a) T(x, f(x)) — T'(x, — f{x)). Graf funkcije g(x) =— 2* dobije
se zrcaljenjem grafa funkcije f{x) = 2* u odnosu na x-o0s.

| x-2p+(y-1)2=9

TXxy) = T'(x-y)

b) Zrcaljenje kruznice u odnosu na x-os.

Slika 4.

2.1.4. Zrcaljenje s obzirom na y-os

Zaa=1b=—1ic=d=0,imamo g(x) = f(- x).
Graf funkcije g(x) je skup:

I = {T'x, f=x):x€ Dg} ={T"x, fx)):—x€ Dg}.

Tocke T'= (x, f(x)) i T" = (- x, f{x)) razlikuju se sa-

mo u predznaku apscisa pa su osnosimetri¢ne u
odnosu na y-0s.

Na slici 5.a) je primjer osne simetrije grafa funkcije
u odnosu na y-os. Na slici 5.b) prikazana je cen-
tralna simetrija u odnosu na ishodiste kao kom-
pozicija dviju osnih simetrija u odnosu na koordi-

natne osi.
157 =
T'(-0.84, 1)
T(0.84, 1)

y = arc sin(-x) y = arc sin(x)
1 05 05 1

15

T(x, arc sin X) —|T'(-x, arc sin x)

a) 7(x, f(x)) — T'(-x, f(x)). Graf funkcije g(x) = arc sin (—x)
nastao je zrcaljenjem grafa y = arc sin x u odnosu na y-os.

1T(,0) = TOxF()) | = [T(x,f(=x))
\ 15
0
\ f(x] = 16 x° - 48 32 + 44 x -[12
\ T'(-0.71,0.38)| 051 T(0.71, 0.38)
\ o
ava'm
T 05 o (5 V5
T"(-0.71,-0.38)} 0.51
y =f(-x) :

b) Kompozicija osne simetrije u odnosu na y-os i osne simetrije u
odnosu na x-0s je centralna simetrija s obzirom na ishodiste.

Slika 5.
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Iz razreda

2.1.5. Rastezanije ili stezanje u smjeru y-osi

Zab=1,c=d=0iae R\{0,1} imamo g(x) = af(x).
Graf funkcije g(x) je skup:

I = {T’(x, afx)) : x € Dg}.

Graf funkcije g(x) = af(x), nastaje dilatacijom
(rastezanjem) grafa funkcije f{x) @ puta u smjeru
y-osi ako je @ > 1, odnosno njegovom kontrakci-
jom (stezanjem), ako je 0 < a < 1.

Za a < 0 jo$ dodatno imamo simetriju (zrcaljenje)
U 0odnosu na x-0s.

Utjecaj koeficijenta a bolje se vidi na primjeru si-

nusoide nego kod parabole. Na grafu kvadratne
funkcije nije jasno je li deformacija nastala "stiska-

T=(21)
2 4 6 8
1 \T(x, X3)=>T'(x, 0.25%%)

y:-4x2 4 4

a) T(x, f(x)) — T'(x, af(x)). Sa slike je vidljivo kako
koeficijent a utje¢e na $irinu parabole y = ax?.

m
T Y

x y = 0.5sin x 0
R~/ 0 TR N

,0.5)

y=snx ]

=2 o
T(x, sinx) = T'(x, 0.5sinx)
-3

T(x, sinx)

b) Kompozicijom rastezanja u smjeru y-osi i zrcaljenja u
odnosu na x-os iz grafa funkcije f{x) = sin x dobije
se graf funkcije g(x) =—2 sin x.

Slika 6.

njem" u smjeru y-osi ili Sirenjem u smjeru x-osi. S
druge strane, na sinusoidi se vidi da nultocke ni-
su pomaknute, tj. da nema deformacije u smjeru
x-0si (vidi slike 6.a) i 6.b)).

2.1.6. Rastezanje ili stezanje u smjeru x-osi
Zaa=1,¢c=d=0ibe RY{0,1} dobie se g(x) = f(bx).
Graf funkcije g(x) je skup:

I =A{T"x, fbx)) :x€ D}.
Za na$e razmatranje povoljnije je uzeti da je:

— i X X

r={75/®):5€D,}
fer e 2(3) = 03 =10
— Zab > 0 graf funkcije g(x) nastaje dilatacijom

(8irenjem) grafa funkcije f(x) u smjeru

x-osi ako je 0 < b < 1, odnosno njegovom
kontrakcijom (suzivanjem), ako je b > 1.

— Za b <0, jos imamo dodatno simetriju
(zrcaljenje) u odnosu na y-os.

y =":shm(2x) y = sin(x

T(x, sinx)—> T(- x.sinx

a) T(x, f(x)) — T(% ,f(x)). Koeficijent b naziva se kruzna
frekvencija.

T(x, x*)—>T"(-0.5x, x?)
Tix, x?) - T'(2x, x*

b) Stezanje i rastezanje parabole y = x* u smjeru x-0si.

Slika 7.
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| ovdje vrijedi napomena da je djelovanje koefi-
cijenta b lakse uociti na primjeru sinusoide nego
na grafu polinoma, $to se lijepo vidi na slikama
7.a)i7Db).

3. Graf funkcije g(x) = 1(|x|)

Graf funkcije g(x) je skup:
I, ={T'x, fil) :x € D}

Funkcija g(x) je parna pa joj je graf osnosimetri-
¢an u odnosu na y-os. Vrijedi da je:
f(x), zax>0

(—x), zax <0.
Onaj dio krivulie y = f{x) koji se nalazi u lijevoj po-
luravnini obriSemo, a onaj dio koji se nalazi u de-
snoj poluravnini ostaje nepromijenjen. Taj dio
zajedno sa svojom osnosimetricnom slikom u od-
nosu na y-os ¢ini krivulju y = f(]x]), kao sto je pri-
kazano na slici 8.

T'(2,069 ,| T=T(2069

g =

3 ! A 1 2 3
1 B
za x<0 za x>0
T(x, InX) = T"{-x, Ir Tx, Inx) = T

Slika 8. Grafovi funkcija f{x) =Inxig(x) =In |x|.

4. Graf funkcije g(x) = | f(x)]

Graf funkcije g(x) je skup:

L= {T"(x, |fW)]):xe D,}.
Vrijedi da je:
[ ftx), ako je fix) = 0

809 =12 1), ako je fx) < 0.
Ako dio krivulje y = f(x) koji se nalazi ispod osi x
zrcalimo u odnosu na x-0s, a onaj dio koji je iznad
x-0si ostaje nepromijenjen, dobit ¢emo krivulju
y=fx)| (slika9.).

y=In(x +R)
24 zaln(x+2)>0 A - A
T=(-1.95}3) za In(x+2)<0
-3 T(x, In(x+2)) = T'(x, -In(x+2))

Slika 9. Grafovi funkcija f(x) =In (x +2)i g(x) = |In (x +2)|.

Translacija (pomak) u smjeru x-0si
Translacija (pomak) u smjeru y-osi
Zrcaljenje u odnosu na x-0s
Zrcaljenje u odnosu na y-0s
Kontrakcija ili dilatacija u smjeru y-osi
Kontrakcija ili dilatacija u smjeru x-osi

Dio grafa funkcije f{x) ili krivulje ¢ije toke imaju pozitivne

1. gW=flxto Gy =Fx+cy)
2. gw=fx)+d  G(xy=Fxy-d)
3 gx) = —fx), Gx, y) = Flx, - )
4 8 =f=x), G(x,y) = F(=x. )
5. 8 = af(), G(x,y) = F(x, ay)
6. g(x) = f(bx), G(x, y) = F(bx, y)
7 ge) =f(lx|), G, y) = F(|x]. y)
8. gw=1/M.  Gxy=Fx |y)

apscise ostaje nepromijenjen, a njegovim zrcaljenjem u
odnosu na y-0s dobije se dio grafa u lijevoj poluravnini

Zrcaljenje tocaka negativnih ordinata u odnosu na x-os,

a dio krivulje iznad x-osi ostaje nepromijenjen

Napomena: Sve ove transformacije grafa funkcije f{x) mozemo dobiti kao kompoziciju
funkcije f(x) s funkcijama: g, = ax, g, (x) =x + a, ili g, (x) = |x].
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T T T T T

-8 6 4 B

1. y=\x

3. y=-2\x

4. y=-2\/1.25x

5. y=-2\1.25(x+8)+4

Slika 10. Graf funkcija f(x) = |2 1.25(x + 8) + 4| nastao je kompozicijom pet osnovnih transformacija grafa.

Slika 11. Parabola (y — 2)> = — 3(x — 3) dobivena je

iz parabole y* = 3x kompozicijom triju transformacija:
najprije zrcaljenjem u odnosu na y-os, pa translacijom za 3
u pozitivnom smijeru x-osi i na kraju translacijom za 2

u pozitivnom smijeru y-osi.

Ucenici i studenti imaju i dodatni problem pri svla-
davanju grafova. Naime, osim manjkave teorijske
podloge problem moze predstavljati i nedovoljna
zornost i dinami¢nost kod crtanja grafova funkcija
i krivulja. Zbog sporosti i nepreciznosti skiciranja
grafova klasi¢nim nacinom (plo¢a ili papir) nece

se dogoditi zeljeni efekt: povezivanje jednadzbe
funkcije ili krivulje s njihovim grafom. S jedne stra-
ne, ucenik ili nastavnik trosit ¢e previSe energije
u odredivanju bitnih elemenata grafa i u njihovu
crtanju, te neé¢e dovoljno pozornosti posvetiti jed-
nadzbi i njenim promjenama — dakle bitnim od-
nosima. S druge strane, mali broj grafova koji se
mogu prikazati klasicnim metodama rada nece
ponukati ué¢enika da uodi i generalizira situaciju u
kojoj promjena grafa utje¢e na promjenu jednadz-
be i obratno. U tu svrhu moze se koristiti raCunalo
uz specijalizirane matematic¢ke programe. Narav-
no, ono ne smije zamijeniti klasi¢cne metode pou-
Cavanja, ali ¢e biti velika pomo¢ u nastavi. Racu-
nalo se pokazalo korisnim uz kombiniranu nastavu
(klasi¢ne metode uz djelomi¢nu uporabu racuna-
la s projektorom) ili u samostalnom radu ucenika
uz nadzor nastavnika.

Na taj se nacin u€enicima pruza prilika uloZiti svo-
ju energiju ne samo u izraGunima elemenata gra-
fa nego u uoCavanju promjena i odnosa. Pouca-
vanje se dinamizira i aktualizira. Ako se koristi s
mjerom i promislieno, racunalo moze biti od ve-
like koristi upravo u obradi grafova funkcija i kri-
vulja koji su dosad uc€enicima bili apstraktni i te-
Ze razumljivi.
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