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GeoGebra 3.2 — vise algebre

Matrice | determinante

Sime Suljié, Pazin

U proslom smo broju MiS-a opisali mogucnosti proracunske tablice i na primjerima opisali neke
statistiCke naredbe nove verzije programa. Tim je primjerima obuhvacen tek maniji broj raspoloZivih
naredbi. Za potpuni pregled svih raspoloZivih naredbi slobodno preuzmite upravo zgotovljeni
sluzbeni priru¢nik u PDF formatu, a koji ¢ete na¢i na adresi http://www.geogebra.org/help/
docuhr.pdf. lli pokrenite najnoviju verziju programa izravno s web stranice www.geogebra.
org pod linkom Nova verzija, pa kliknite na izbornik Pomo¢ i otvorit ¢e vam se online priruénik.

Nove naredbe za funkcije

Nekoliko novih naredbi koje se odnose na funkci-
je mogu olaksati rad s funkcijama, a osobito s po-
linomima. Naredba Pro&iri pomnozit ¢e izraze
u zagradama. Primjeri:

* ProSiri[cos(x)*(1 —tan(x))] daje jednadzbu
i crta graf funkcije f{x) = cos(x) — sin(x),
* Prodiri[(x — 2)(* + x + D(x + 3)] daje

jednadzbu i graf funkcije g(x) = x* + 2x* — 4x?
—5x—6.

* Naredba Pojednostavni dat ¢e neke
jednadZbe u jednostavnijem obliku. Tako ce:

* Pojednostavnil[x + x + x] dati funkciju
flx) =3x,

* Pojednostavni[sin(x) / cos(x)] dati funk-
ciju g(x) = tan(x),

* Pojednostavni[(x* + 2x* —4x* — 5x — 6) /

(x + 3)] dati funkciju A(x) = x> —x2 —x - 2.

Naredba Faktoriziraj odnosi se samo na
polinome. Tako ¢e na primjer:
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Faktoriziraj[x*+ 2x* — 4x* — 5x — 6] prika-
zati u obliku (x +x* + 1) (x — 2) (x + 3).

Funkcija zadana po dijelovima nije najnovija
mogucénost, ali kako je to pomalo skrivena mo-
guénost koristim priliku da jo§ jednom naglasim
da se graf takvih funkcija crta uvjethom nared-
bom. Primjeri:

e Ako[x<—1,x+2, x*] crta pravac zax <—1i
parabolu zax > — 1,

e Naredba Ako[x <—1,x + 2, Ako[x > 1, — x
+ 2, x%]] je ugnijezdena uvjetna naredba koja
daje graf prikazan na slici 1.

Slika 1

Ako zelite prikazati graf funkcije samo na jed-
nom ograni¢enom intervalu, u€inite to naredbom:
Funkcija[x?, — 1, 2] i dobit ¢ete parabolu na in-
tervalu [-1, 2].

Polinom odreden tockama. Moguénost da vam
GeoGebra odredi i nacrta polinom n-tog stupnja
na temelju n + 1 zadane to¢ke postoji jo$ od pret-
hodne verzije programa, ali u sluzbenom priru¢ni-
ku pomodi ta naredba nije bila dokumentirana.

Primjer. Zadane su tocke A4(0, 3), B(3, 0)i C(5, 8).
Odredite graf polinoma drugog stupnja koji prola-
zi tim to¢kama.

Jednostavna naredba Polinom[A, B, C] dat ¢e
jednadzbu i graf funkcije f(x) = x> — 4 x + 3.

Neki korisnici izradili su ovu naredbu kao alat i
prije nego je u GeoGebru sluzbeno ugradena ta
naredba. Rije¢ je zapravo o Skolskom zadatku

odredivanja koeficijenata a, b i ¢ nakon uvrstenja
koordinata toaka u jednadzbu f(x) = ax> + bx + ¢
kvadratne funkcije. Poteskoc¢a u izradi takvog ala-
ta sastojala se samo u predugackom izrazu za ko-
eficijente koji su bili rjeSenja sustava triju linearnih
jednadzbi. Sada, kada nam je u GeoGebri na ras-
polaganju zapisivanje i raCunanje s matricama,
problem odredivanja polinoma drugog stupnja
na temelju triju zadanih to¢aka moze nam odli¢-
no posluziti za upoznavanje s GeoGebrinim ma-
triénim racunom.

Matrice i determinante

Matrica: 123

4 56
789

u GeoGebrinu algebarskom prikazu prezentirana
je na ovaj nacin:

{1, 2, 3}, {4, 5 6}, {7, 8, B9}}.

Dakle, kao lista &iji su elementi liste koje predstav-
ljaju retke matrice. Liste su u GeoGebri skupovi
objekata.

Operacije s matricama
Primjeri zbrajanja i oduzimanja:

* matrical + matrica2: zbraja odgova-
rajuce elemente dviju uskladenih matrica,

* matrical - matrica2: oduzima odgova-
rajuc¢e elemente dviju uskladenih matrica.

Primjeri mnozenja:

* matrica * broj: mnozisvaki element ma-
trice danim brojem,

* matrical * matrica?2: koristi matri¢no
mnoZenje za izracunavanje matrice koja je re-
zultat mnozenja.

Napomena: Redci prve i stupci druge matrice mo-
raju imati jednak broj elemenata.

Primjer: {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} * {{1,
2, 3}, {4, 5, 6}} datcematricu {{9, 12,
15}, {19, 26, 33}, {29, 40, 51}}.
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Matri¢ne naredbe

e Determinanta[matrical: izraCunava
determinantu dane matrice,

e InverznaMatrical[matrica]l: daje
inverznu matricu zadane matrice,

* TransponiranaMatrica[matrical:
daje transponiranu matricu zadane matrice.

Problem odredivanja
polinoma drugog stupnja

Ako su zadane toc¢ke 4, B i C, problem odrediva-
nja funkcije oblika f{x) = ax* + bx + ¢ ¢iji graf prola-

zi tim to¢kama svodi se na problem rieSavanja su-
stava, odnosno odredivanja nepoznanica a, b i c.

Sustav mozemo prikazati i matri¢no:

2
X, x

A a yA
xp ox, L) |b|=|Ys|.
xe x. 1 ¢ Ye

Krade se moze zapisati:
M-K=Y.

Ako je D determinanta matrice M, a D, D, i Dc
diskriminante matrica u kojima je redom odgova-
rajuéi stupac zamijenjen vrijednos¢u matrice Y,
onda su rieSenja tog sustava:
Da Db : Dc
a=5,b:ﬁlc:3.
Vazno je imati na umu da u GeoGebrinu dinamic-
nom okruzju problem rijeS§avamo na opcoj razini
¢ak i kada polazimo od konkretnog sluc¢aja, jer na
taj nacin dobijemo alat koiji rjeSava sve sli¢ne za-
datke. Recimo ako su zadane to¢ke A4(0, 3), B(3,
0) i C(5, 8), matricu M treba zadati kroz traku za
unos na sliedeci nacin:

M = {{x(@®)% =x(&), 1}, {x(B)?, x(B),
1}, {x()?, x(C), 1}}.

U algebarskom prozoru bit ¢e prikazane njezine-
brojc¢ane vrijednosti:

{{0, o, 1}, {9, 3, 1}, {25, 5, 1}}.

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pormod

=1cd

i

A
[ ]
T i

LB AL

O} 82| E4/ AN

Mezavisni objekti
i@ A =(0,3)
@ B=(58)
@ C=(3,0)

Zavisni ohjekt

""" L Ka= '[{3| IJ, 1]'; {B! 5! 1}! '[ul 3! 1}}
-0 Kb ={{0, 3, 1}, {25, 8, 1}, {9, 0, 11}
L) Ke={{u, 0, 3}, {25, 5, 8}, {9, 3, 0}
L M= {D,0, 1} {25,5, 11, {9, 3, 11}

o ¢

Oa=1 3 : fp"

._:. h=—4 -1_ -.\' “r
o= ol \ | £ h
B J‘Hll=l‘-4:+3 T I“I_I_U "1@.’3 I4I5
@ Unos: |Deterr = VHII V”Naredha... ﬁ"i

Slika 2.
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Te se vrijednosti mijenjaju kakogod pomicemo
tocke u grafi¢kom prikazu.

Alternativno, do iste se matrice moze dodi i kroz
tablicni prikaz (Ctrl + Shift + S). Tablicu popuni-
mo kao na slici 3.

A B C
1 =x(aF |=x(a) 1
2 |=x(By |=x(B) 1
3 =x(CP |=x(C) 1
Slika 3

Zatim, oznac¢imo sve Celije od A1 do C3 i desnim
klikom aktiviramo sko&ni izbornik s naredbom /zra-
di matricu. Ovaj nadin upisa matrice na prvi po-
gled nije nista brzi. Medutim, potrebno je jo$ do-
dati matrice K , K, i K , a koje nastaju zamjenom
jednog stupca matrice M vrijednostima ordina-
ta zadanih to¢aka. U tom sluc¢aju moZe se jedno-
stavno koristiti naredbe Kopiraj — Zalijepi iz sko¢-
nog izbornika, $to znac¢ajno ubrzava postupak.

Kroz traku za unos definiramo koeficijente kvadrat-
ne jednadzbe:

1. a = Determinanta[Ka] /

Determinanta([M],

2. b = Determinanta[Kb] /
Determinanta[M],

3. ¢ = Determinantal[Kc] /
Determinanta[M].

Potrebno je jo$ zadati funkciju upisom jednadzbe
f(x) = ax® + bx + ¢ u traku za unos. Obvezno na-
pravite test povlacenja. Graf dobivene krivulje mo-
ra uvijek prolaziti zadanim to¢kama i nakon bilo
kojeg pomaka tih to¢aka po koordinatnom susta-
vu (zaslonu racunala).

A|B|C | DIE|F
1 (M i
2 o o 1 3
3
: IB Kopiraj
N
i 3
g 8 lzradi listu tofaka
d 0 lzradi matricu
10
11 |Kh
12 o 3 1
13 250 B 1
14 a9 0] 1
14
16 |Kc

—
-4
=
=
Ll

—
oo

25| 5| 8

—_—
[}
=]
Ll
=

Slika 4

Matricne transformacije
ravnine

U GeoGebri moZzemo mnoziti matricu dimenzije 2
x 2 s to¢kom ili vektorom i dobit éemo tocku kao
rezultat. Primjer: {{1, 2}, {3, 4}} * (3, 4)
daje to¢ku 4 = (11, 25).

Linearne transformacije ravnine su takva presli-
kavanja koja tocki s koordinatama (x, ) pridruzuju
to¢ku s koordinatama (ax + by, cx + dy). Prikazi-
te koeficijente linearnog preslikavanja kao klizace
i definirajte matricuM = {{a, b}, {c, di}L
Konstruirajte kvadrat ABCD, a zatim sve vrhove
preslikajte pomnozivsi ih matricom M:

E = M*A, F = M*B, G = M*C, H = M*H.

misS
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g
a=13 ol m= 3 07
— o 2
bh=07 7
—.— -
c=10 B H G
*=2 ] F f
—.— 5_
4—
3 O
2_ -
1] A F
I:I T T T T T T T T T
43 2 10 12 4 (5 8|7 &8 |98 10 1

Sada je pomicanjem klizaca moguce istrazivati
utjecaj svakog pojedinog koeficijenta na preslika-
vanje. Moguce je tako otkriti kada dolazi do iden-
ticnog preslikavanja, kada do rastezanja ili sazi-
manja u smjeru pojedine osi i kada do rotacije.
To ¢e biti zornije ako u grafickom prikazu ispiSe-
te matricu M pomocu alata za Umetanje teksta.
Odaberite alat i kliknite na crtacu plohu, a u dija-
loSki okvir ukljucite LaTeX formulu i upiSite:

“M = \left[\begin {array}{cc}” +
a + \\&// + b + \\\\// + c + \\&/I + d
+ “\end{array} \right]”.

Afino preslikavanje ravnine je takvo preslikava-
nje koje tocki s koordinatama (x, ) pridruzuje toc-
ku s koordinatama (ax + by + ¢, dx + ey + f). Za
afino preslikavanje u GeoGebri se koristi matrica
dimenzija 3 x 3:

a b c
def|.
001
Takvu je matricu moguc¢e mnoziti s to¢kom za ko-
ju se podrazumijeva da ima homogene koordina-

te (x, », 1).

Slika 5

Trokut Sierpinskog

Fraktalna paprat, trokut Sierpinskog i jos neki dru-
gi fraktali nastaju sustavom iteriranih afinih funk-
cija. Trokut Sierpinskog se doduse moze i Cisto
geometrijski konstruirati, ali mi ga ne¢emo kon-
struirati na taj nacin. Ako vas ipak zanima geome-
trijski pristup, preporuc¢ujem vam osobnu strani-
cu E. Petersona (http://elishapeterson.
wikidot.com), mladog profesora na katedri za
matematiku pri glasovitoj ameri¢koj vojnoj akade-
miji West Point. Ondje ¢ete naci datoteku Sierpin-
ski-1.ggb (slika 6.) s korisniCki definiranim alatima
za crtanje ovog fraktala i jo§ mnoge vrlo zanimlji-
ve uratke u GeoGebri. Mi ipak krenimo putem do-
Caravanja uzastopnih preslikavanja to¢aka svjesni
da u GeoGebri ne mozemo izvesti nekoliko tisu-
¢a iteracija, koliko ih treba za kvalitetnu sliku. Nas
cilj nije fraktal kao proizvod, za $to postoji mnos-
tvo dobrih i besplatnih programa, nego razumije-
vanje matemati¢kog postupka koji dovodi do nje-
ga. Nije nam cilj ni napraviti raCunalni program u
jednom od programskih jezika ¢ime bi se sreli s
problemima drukcije naravi, ve¢ Zelimo osjetiti po-
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{#, GeoGebra - Sierpinski-1.ggb
Datoteka Uredivanje  Pogled Postavke  Alati

[:] ]

Pomicanje

Povladite ili odaberite objekte (Esc)

B=1E3

Prozor  Pormof

-

nasanje matematic¢ke ideje unutar malog "mate-
matickog laboratorija".

Trokut Sierpinskog sastoji se od svoje tri upola
manije kopije. Radi jednostavnosti postavimo tro-
kut u koordinatni sustav tako da mu vrhovi budu
0, 0), (1, 0) i (0, 1). Prvo preslikavanje smanju-
je trokut na pola. Njega mozemo opisati simbo-
licki kao (x, ¥) — (0.5x, 0.5y). Drugo preslikavanje
smanjuje trokut na pola i pomice ga za pola gore.
Simbolicki: (x, y) — (0.5x, 0.5y + 0.5). | trece pre- A
slikavanje smanijuje trokut na pola i pomice ga za

pola desno. Simboli¢ki: (x, y) — (0.5x + 0.5, 0.5y).

A
GeoGebrine matrice koje opisuju ta preslikavanja 2
zapisujemo ovako:
M1l = {{0.5, 0, 0O}, {0, 0.5, 0}, A
{0, 0, 11},
M2 = {{0.5, 0, 0O}, {0, 0.5, 0.5},
{0, 0, 1}},
M3 = {{0.5, 0, 0.5}, {0, 0.5, O},
{0, 0, 1}}.

Slika 6

Neka toCka 4 pripada ranije definiranom trokutu.
Nju ¢emo preslikati po slu¢ajno odabranom pre-
slikavanju u tocku 4,. Nju opet po istom nacelu u
tocku 4, i tako dalje. Za grube obrise slike bit ¢e
dovoljno Sest ili sedam iteracija. Radi slu¢ajnog
odabira preslikavanja formirat ¢emo listu matrica:

M = {M1l, M2, M3}.

Niz iterativnih to¢aka dobije se naredbama:

= Element[M,
random())]

= Element[M,
random())]

1 + floor(3
A,

1 + floor(3
A,

1

= Element[M, 1 + floor(3

random())] A,.

Ovdije je s 1 + floor(3 random()) definirana slucaj-
na funkcija koja daje vrijednosti {1, 2, 3}, pa na-
redba Element uzima prvu, drugu ili treéu matri-
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cu liste M i mnozi je s danom to¢kom. Posliednju
to¢ku u nizu uredimo posebnom bojom i ukljuci-
mo pustanje traga. Sve Sto je potrebno sada &i-
niti jest drzati pritisnutu funkcijsku tipku F9, da
program stalno prerac¢unava nove sluc¢ajne vrijed-
nosti, i pomicati unutar trokuta to¢ku A. Na slici 7
vidi se rezultat nakon nekoliko minuta.

Online dodatak

Ovaj ¢lanak, osim svoje tiskane inacice, ima i svoj
online dodatak. Na GeoGebrinu medunarodnom
skladistu obrazovnih materijala (http://www.
geogebra.org/en/upload mape hrvat-
ski /MiS / broj49) nadi ¢ete i njegovu PDF
inacicu s aktivnim linkovima tako da se ne mora-
te muciti s poduzim linkovima. Uz ¢lanak su i opi-
sane GeoGebrine datoteke koje moZete slobod-
no preuzeti i koristiti, promijeniti i doraditi, pa ¢ak i

Slika 7

na tom istom skladistu podijeliti s ostalim korisni-
cima. Ako ste vi osobno zadovoljni svojim urad-
cima, registrirajte se na Skladistu i podignite svo-
je radove.

Ako vam nesto uradu s GeoGebrom ne ide, odsad
mozete postaviti i pitanje na GeoGebrinu foru-
mu (http://www.geogebra.org/forum),
podforum Croatian. Molim, bez ustru¢avanja. Na-
ma je svako pitanje dobrodoslo i budite uvjereni
da ¢e jo§ nekom osim vas biti korisno.

Dana$nja nam tehnologija omogucuje da iz svog
doma pratite audio-vizualnu uputu za rad s Geo-
Gebrom. Slijedite link http://www.screen-
cast.com/t/DnpG2tKY i naudite kako napra-
viti tablicu otplate kredita, bilo da vam to treba za
nastavu, osobne potrebe ili zato $to volite doZivljaj
matematike u GeoGebri.
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