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Kurikulum matematike

U nacinu pouc¢avanja matematike u $koli zalosno je da
se na satima matematike u stvari ne bavimo pravom
matematikom, no jo$ je zalosnije ono ¢ime se bavimo:
zbunjuju¢om gomilom razornih dezinformacija pozna-
tom pod nazivom “matematicki kurikulum”. Vrijeme je
da poblize pogledamo s ¢ime se to¢no nasi ucenici su-
ocavaju — ¢emu su izlozeni u ime matematike i kako im
se Steti u tom procesu.

Najuodljivija osobina tog takozvanog matemati¢kog ku-
rikuluma je njegova krutost. To je posebno uocljivo u vi-
$im razredima. Od skole do $kole, od grada do grada i
od drzave do drzave govore se i rade iste stvari na isti
nacin i to¢no istim redoslijedom. Vecdina ljudi jednostav-
no je prihvatila taj “standardni model” matemati¢kog ku-
rikuluma kao sinonim za samu matematiku, i uopce ih
ne uznemiruje niti brine to orvelojansko stanje stvari.

To je usko povezano s onim $to ja nazivam “mit o lje-
stvama” — idejom da se matematika moze urediti kao
niz “predmeta’, a svaki je na neki nacin napredniji ili “vi-
$i” od prethodnog. Posljedica toga je pretvaranje skol-
ske matematike u utrku — neki ucenici su “ispred” osta-
lih, a roditelji su zabrinuti kad njihovo dijete “zaostaje”.
A kamo nas ta utrka vodi? Sto nas &eka u cilinoj lini-
ji? To je jadna utrka koja ne vodi nikamo. Na kraju ste
izigrani, bez matemati¢kog obrazovanja, a da to ¢ak ni
ne znate.

Paul Lockhart, New York, SAD

Prava matematika nije gotov proizvod — ne postoji nesto
poput Algebra Il ideje. Problemi vas sami vode i ne zna-
te unaprijed kamo ¢e vas odvesti. Umjetnost nije utrka.
Mit o lijestvama je pogresna slika predmeta, a uciteljev
osobni prolazak kroz standardni kurikulum osnazuje taj
mit i sprje¢ava ga da vidi matematiku kao organsku cje-
linu. Kao rezultat imamo matematicki kurikulum bez po-
vijesne perspektive i medusobne povezanosti, rascjep-
kanu zbirku izmije$anih tema i tehnika, povezanih jedino
lako¢om kojom se mogu svesti na korak-po-korak po-
stupke.

Umijesto otkrivanja i istraZivanja imamo pravila i propise.
Nikad ne ¢ujemo ucenika da kaze: “bas sam htio vidjeti
ima li ikakvog smisla potencirati broj negativnim brojem
i otkrio sam da dobijes$ stvarno zgodan obrazac oda-
beres li recipro¢an broj”. Umjesto toga postoje ucitelji i
udzbenici koji objasne “pravilo s negativnim eksponen-
tom” kao fait d’accompli (gotovu ¢injenicu), bez spomi-
njanja liepote koja se skriva iza tog izbora, ili ¢ak ne ka-
7u da je to uopce izbor.

Umjesto smislenih problema koji mogu dovesti do sin-
teze razli¢itin ideja, do nezacrtanih podru¢ja rasprava i
debata, i do osjec¢aja tematskog jedinstva i harmonije u
matematici, imamo dosadne i suviSne vjezbe, svojstve-
ne tehnikama umjesto raspravi, koje su zbog toga ods-
pojene i medusobno i od matematike kao cjeline, pa ni
ucenici ni ucitelji nemaju pojma kako ili zasto se takva
stvar uop¢e mogla pojaviti.
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Umjesto prirodnog okruzenja nekog problema u kojem
mogu donositi odluke o tome $to Zele da njihove rijeci
znace, koje pojmove zele Sifrirati, uenici su podvrgnuti
beskrajnom nizu nemotivirajucih a priori “definicija”. Ku-
rikulum je opsjednut zargonom i nazivljem, ¢ini se s je-
dinom svrhom da uditeljima osigura nesto po ¢emu ¢e
ispitivati u¢enike. Niti jedan matemati¢ar na svijetu nece
se zamarati ¢ineci besmisleno razlikovanje: 2% “ie ‘mje-
Soviti' razlomak, dok je 5/2 ‘nepravi’ razlomak”. Ma, oni
su jednaki! To su isti brojevi koji imaju ista svojstva. Tko
koristi takve rije¢i izvan Cetvrtog razreda?

Naravno, lak$e je provjeriti necije poznavanje neke be-
smislene definicije nego nadahnuti ga da stvori nesto
liiepo i pronade svoj viastiti smisao. Cak ako se i slo-
zimo da je osnovni i uobic¢ajen matematicki rie¢nik va-
Zan, ovo nije taj sludaj. Zalosno je da petase u¢imo da
kazu “quadrilateral” (pravokutnik) umjesto “Cetverostra-
ni lik”, ali im nikad ne damo povoda da koriste rijeci po-
put “pretpostavka” i “protuprimjer”. Srednjoskolci mora-
ju nauditi rabiti funkciju sekans, sec x, kao skraéenicu za
funkciju reciproénu kosinusu, 1/cos x, (definiciju intelek-
tualne tezine jednake tezini odluke ho¢emo li rabiti “&”
umjesto “and”). To sto je ta skracenica, preuzeta iz nau-
tickih tabela iz 15. stolje¢a, jo$ uvijek u uporabi (dok su
ostale, poput funkcije versinus, izumrle), viSe je povije-
sna nesreca i sasvim je bezvrijedna u eri kada brzi i pre-
cizni brodski izrauni vise ne predstavljaju problem. Na
taj se nacin u nastavi matematike razbacujemo besmi-
slenim nazivljem koje je samo sebi svrha.

U praksi, kurikulum ¢ak nije niti niz temaili ideja, to je niz
simbola. Matematika se ocito sastoji od skrivenog popi-
sa tajanstvenih simbola i od pravila za baratanje njima.
Maloj djeci se daju ‘+' i ‘+'. Tek kasnije im se moze po-
vjeriti V™', aonda x i y te alkemija zagrada. Naposljetku,
indoktrinira ih se koristenjem simbola ‘sin’, ‘log’, 'f(x), te,
ako se pokazu dostojnima, d’ i ‘[’. A pritom ne dozive ni-
jedno znacajnije matematicko iskustvo.

Taj program je tako ¢vrsto utvrden da uditelji i autori
udzbenika mogu pouzdano predvidjeti, godinama una-
prijed, Sto ¢e to¢no ucenici raditi, i to za svaku pojedinu
stranicu vjezbi. Nije neobi¢no da se od uc¢enika 2. razre-

da srednje Skole trazi da izracunaju [w za
razlicite funkcije £, zato da bi mogli to “prepoznati” ka-
snije, kad budu radili ra¢un par godina kasnije. Narav-
no, nikakvo objasnjenje zasto bi takva, naizgled proi-
zvoljna kombinacija operacija bila zanimljiva, nije im
dano (niti se to ocekuje), premda sam siguran da po-
stoje mnogi uditelji koji poku$avaju objasniti to bi takva

stvar mogla znaciti, misle¢i da uceniku ¢ine veliku uslu-
gu, a to je njima u stvari samo jos jedan dosadan zada-
tak preko kojeg trebaju prijeci. “Sto Zele da napravim?
Oh, samo uvrstiti? OK.”

Jos jedan lo$ primjer je kad pou¢avamo ucenike da neki
podatak izraze u nepotrebno kompliciranom obliku, sa-
mo zbog toga sto ¢e to u nekoj daljoj buduénosti ima-
ti znacenje.

Imaju li srednjoskolski nastavnici blagog pojma o tome
zasto traze od u¢enika da preoblikuju “broj x lezi izme-
du tri i sedam” u |x — 5| < 2? Zar ti beznadno nespo-
sobni autori udzbenika zaista vjeruju kako pomazu uce-
nicima pripremajuci ih za krajnji moguci dan, godinama
udaljen, kad bi se oni mozda bavili viSedimenzionalnom
geometrijom ili nekim apstraktnim metrickim prosto-
rom? Sumnjam. Pretpostavljam da oni jednostavno ko-
piraju jedan drugoga desetljece za desetlje¢em, mozda
mijenjajuci font ili boje oznacavanja, zra¢e¢i ponosom
ako Skolski sustav prihvati njihovu knjigu, i time nehoti-
ce postaju njegovi suucesnici.

Matematika se bavi problemima i problemi moraju bi-
ti zariSte u¢enikova matematic¢kog zivota. Koliko god bi-
lo bolno i kreativno frustrirajuce, kao $to to samo moze
biti, ucenici i nastavnici bi morali u svakom trenutku bi-
ti uklju¢eni u proces — imati ideje, nemati ideje, otkrivati
uzorke, iznositi pretpostavke, konstruirati primjere i pro-
tuprimjere, smisljati argumente i medusobno kritizirati
svoje radove. |1z tog ¢e procesa prirodno proizaéi tehni-
ke i metode, kao sto su dolazile kroz povijest: ne izolira-
ne, ve¢ zivotno povezane, te kao mladice izrasle iz pro-
blemskog okvira.

Nastavnici engleskog jezika znaju da se pisanje rijeci i
izgovor najbolje uce u sklopu Citanja i pisanja. Nastav-
nici povijesti znaju da su imena i datumi nezanimljivi ako
ih se izvuce iz konteksta uzro¢no-posljedi¢nog slijeda
dogadaja. Zasto je matematicko obrazovanje ostalo za-
glavljeno u 19. stolje¢u? Usporedite svoje vlastito isku-
stvo ucenja algebre s prisje¢anjem Bertranda Russella:

“Morao sam ugiti napamet: Kvadrat zbroja dva-
ju brojeva jednak je zbroju njihovih kvadra-
ta uve¢anom za njihov dvostruki umnozak. Ni-
sam imao blage veze $to to znaci, a kad nisam
mogao zapamtiti rijeci, ucitelj bi mi bacio knji-
gu u glavu, $to ni na koji nacin nije stimuliralo
moj um.”

Je li danas bitno drukgije?
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SIMPLICIO: Mislim da to nije sasvim posteno. Sigurno
su otad metode ucenja unaprijedene.

SALVIATI: Misli§, metode vjeZbanja. Poucavanie je slo-
zen meduljudski odnos, ono ne treba metode. Odno-
sno, radije bih rekao, treba$ li metode, vjerojatno nisi
dobar ucitelj. Nemas li osjecaja za svoj predmet toliko
da moze$ svojim rije¢ima, spontano i na prirodan nagin
pri¢ati o tome, koliko ga dobro uopce razumijes? A, go-
vore¢i o zaglavljivanju u devetnaestom stoljecu, nije i
Sokantno to $to je sam kurikulum zaglavio u sedamna-
estom? Kad samo pomislim na zadivljuju¢a otkri¢a i na
apsolutnu revoluciju matemati¢kih misli koja se dogodi-
la u posliednja tri stolje¢al! O njima nema niti spomena,
kao da se nikad nisu ni dogodila!

SIMPLICIO: Ali, ne trazi$ li previse od nasih nastavnika
matematike? Ocekujes od njih da svakom od nekoliko
desetaka ucenika posvete posebnu paznju, vodedi sva-
kog od njih po vlastitom putu otkrivanja i prosvjetljenja, i
jo$ da budu u tijeku s novijom matemati¢kom povijesti?

SALVIATI: Oc¢ekujes li od svog nastavnika likovnog od-
goja da bude sposoban pruziti ti individualizirani, zna-
lacki savjet o tvojem slikanju? Ne oc¢ekuje$ li od njega
da zna barem nesto iz povijesti umjetnosti u posljednja
tri stolje¢a? Ali, ozbiljno, ja ne oekujem nista takvoga,
samo bih Zelio da je tako.

SIMPLICIO: Ti dakle krivi§ ucitelje matematike?

SALVIATI: Ne, ja krivim drustvo koje ih stvara. Jadni vra-
govi trude se najvise sto mogu, rade¢i samo ono $to su
naucili. Siguran sam da vecina njih voli svoje ucenike i
mrzi to ¢emu su ih prisiljeni izloziti. Duboko u sebi, oni
znaju da je to besmisleno i degradiraju¢e. Osjecaju da
su od njih napravili zup¢anike u velikom stroju za unista-
vanje duha, ali nedostaje im perspektiva potrebna da to
shvate, i da se protiv toga bore. Oni samo znaju da “mo-
raju spremiti u¢enike za sliedec¢u godinu”.

SIMPLICIO: Zar zaista misli§ da je vecéina u¢enika spo-
sobna raditi na tako visokom nivou i kreirati svoju vlasti-
tu matematiku?

SALVIATI: Ako iskreno mislimo da je kreativno zakljuci-
vanje za naSe uc¢enike “preuzvi§eno”, da oni nisu spo-
sobni za to, zasto im onda dopustamo da piSu povije-
sne referate ili eseje o Shakespeareu? Problem nije u
tome $to uc¢enici ne bi bili sposobni kreativno zakljuci-
vati, ve¢ u tome $to nitko od ucitelja nije sposoban. Oni
nikada nista nisu sami dokazali, pa kako bi mogli savje-
tovati u¢enike? U svakom sluc¢aju, sigurno bi postojao
odredeni raspon interesa i sposobnosti, kao $to postoji

u svakom predmetu, no ucenici bi barem voljeli ili mrzili
matematiku zbog onog $to ona stvarno jest, a ne zbog
ovog izopacenog rugla koje je postala.

SIMPLICIO: Ali, sigurno zelimo da svi nasi ucenici na-
uce osnovne Cinjenice i vjestine. Tome sluzi kurikulum
i zato je on tako nepromjenjiv — postoje odredene bez-
vremenske, ¢vrste ¢injenice koje ucenici trebaju znati:
jedan i jedan su dva, zbroj kutova u trokutu je 180 stup-
njeva. To nisu necija misljenja, nediji sladunjavi umjet-
nicki osjecaji.

SALVIATI: Upravo suprotno. Matemati¢ka grada, ko-
risna ili ne, otkriva se i razvija u kontekstu nekog pro-
blema, i svoje znacenje vuce iz tog konteksta. Ponekad
zelimo da jedan i jedan bude nula (kao u tzv. ‘mod 2’ ari-
tmetici), a na povrsini sfere kutovi trokuta mogu imati i
viSe od 180 stupnjeva. Nema “Cinjenica” samih po sebi,
sve je relativno i u medusobnom odnosu. Bitna je Citava
pri¢a, ne samo njezin kraj.

SIMPLICIO: Umoran sam ve¢ od tog tvog misterioznog
naklapanja! Uzmi pimjerice osnovnu aritmetiku, u redu?
Slazes li se ti ili ne s tim da bi je u€enici morali nauciti?

SALVIATI: To ovisi o tome $to misli§ kad kaze$ “je”. Misli§
li na razumijevanje ra¢unskih problema i uredaja u sku-
pu brojeva, na uvazavanje prednosti grupiranja i ime-
novanja, na prepoznavanije razlike izmedu same stvari i
njezinog prikaza, te na neku ideju o povijesnom razvo-
ju brojevnih sustava — onda da, mislim da takvim stva-
rima nasi ucenici moraju biti izlozeni. Mislis li na u¢enje
napamet aritmetickih ¢injenica bez pojmovnog okvira u
pozadini, onda ne. Misli$ li na istrazivanje nimalo oci-
gledne cinjenice da je pet skupina od sedam isto Sto
i sedam skupina od pet, onda da. Misli$ li na stvaranje
pravila daje 5 - 7=7 -5, onda ne. Raditi matematiku
uvijek bi trebalo znagiti otkrivati uzorke i iznjedriti prekra-
sna i smislena objasnjenja.

SIMPLICIO: Sto je s geometrijom? Ne dokazuju li ude-
nici tamo razne stvari? Nije li srednjoskolska geometrija
savréeni primjer nastave matematike kakvu zeli§?

Srednjoskolska geometrija:
vrazje sredstvo

Za autora ostre optuznice nema nic¢eg iritantnijeg nego
kad mu se glavni predmet optuzbe ponudi u njegovu
obranu. Nikada vuk u janjec¢oj koZi nije bio tako podmu-
kao, niti lazni prijatelj tako opasan kao $to je srednjos-
kolska geometrija. Upravo je taj Skolski poku$aj da uve-
de ucenike u umjetnost rasprave ¢ini toliko opasnom.
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Prikazujuci se kao arena u kojoj ¢e se ucenici napokon
baviti pravim matemati¢kim razmisljanjem, taj virus na-
pada matematiku ravno u srce, unistavaju¢i samu srz
kreativne razumne rasprave, kvarec¢i uzivanje u tom
oCaravajuéem i prekrasnom predmetu, trajno ih ones-
posobljavajuéi za razmisljanje o matematici na prirodan
i intuitivan nacin.

Citav mehanizam koji stoji iza toga je vrlo suptilan i lu-
kav. Ucenik-zrtva najprije je iznenaden i paraliziran na-
valom besmislenih definicija, propozicija i nazivlja, a
zatim ga se polako i pazljivo udaljava od svake prirod-
ne radoznalosti ili intuicije o oblicima i njihovim uzorci-
ma i to sustavnim preobra¢anjem na neprirodan jezik
i umjetni oblik takozvanog “propisanog geometrijskog
dokaza”.

Metafore na stranu — nastava geometrije je mentalno i
emocionalno daleko najrazorniji dio Citavog K-12 mate-
mati¢kog kurikuluma. Ostali sati matematike mogu sa-
kriti prekrasnu pticu, ili je zatvoriti u krletku, ali je na sa-
tima geometrije otvoreno i okrutno muce. (lzgleda da
ipak ne mogu bez metafora.)

Ucenicka intuicija se sustavno potkopava. Dokaz, odno-
sno matematicka rasprava, djelo je maste, to je pjesma.
Njezin cilj je zadovoljiti. Lijepi dokaz trebao bi objasni-
ti, trebao bi objasniti jasno, duboko i elegantno. Dobro
osmislien dokaz trebao bi biti poput pljuska hladne vo-
de, trebao bi biti zraka svjetla — trebao bi osvjeziti duh i
prosvijetliti um. | trebao bi biti Sarmantan.

U onome $to prolazi pod geometrijskim dokazom nema
ni¢eg lijepog. UCenicima se izlaze kruta i dogmatska
forma u kojoj se izvode takozvani “dokazi” — nepotreb-
na i neodgovarajuc¢a forma koliko i

zahiev da dieca koja Zele posadi-

1. m $APC + m S APD = 180°

ti vrt, svoje cvijece nazivaju po ro-

du ivrstama. m ¥ BPD + m 3 APD = 180°

Pogledajmo neke konkretne primje- 2. mIAPC + mXAPD = mIXBPD + m$APD 2. svojstvo zamjene

re tog ludila. Pocet ¢emo s primje- 3. mIAPD = m 3 APD 3. svojstvo refleksivnosti jednakosti

rom dvaju ukrStenin pravaca: 4. m $APC = m 3 BPD 4. svojstvo oduzimanja u jednakosti
5. 3APC =<3 BPD 5. hipoteza o mjeri kuta

Prva stvar koja se obi¢no dogodi je nepotrebno zamu-
¢ivanje vode pretjeranim oznacivanjem. Cini se da se
ne moze jednostavno govoriti o dva ukrstena pravca —

moraju im se dati sloZzena, razradena imena. | to ne jed-
nostavna imena poput ‘pravac 1' i ‘pravac 2 ili ¢ak ‘a’
i ‘b’ Moramo (prema srednjos$kolskoj geometriji) oda-
brati proizvoljne i nevazne tocke na tim pravcima i onda
oznacavati te pravce rabeci posebnu vrstu zapisa.

A D

C B

Vidite, sad ih mozemo zvati AB i CD. | Boze sacuvaj ako
izostavite crte iznad slova jer 4B se odnosi na duljinu
duzine AB (barem mislim da to tako ide). Nema veze sto
je to tako besmisleno komplicirano, tako se treba nau-
¢iti. Sad dolazi tvrdnja, obi¢no oznacena nekim glupim
imenom kao §to je

PROPOZICIJA 2.1.1.
Neka se AB i CD sijeku u P. Tada je 3 APC = 4 BPD.

A D

C B

Drugim rije¢ima, kutovi su na obje strane jednaki. Pa to
je bar ocito! Polozaj dvaju ukrstenih pravaca je simetri-
¢an, za ime Kristovo! | kao da to nije dovoljno lo$e, ova
potpuno jasna tvrdnja o pravcima i kutovima mora se
“dokazati”.

Dokaz:

1. hipoteza o zbroju kutova

Umjesto domisljatog i ugodnog dokaza koji bi napisalo
stvarno ljudsko bi¢e i to na nekom od mnostva postoje-
¢ih svjetskih jezika, dobivamo ovaj sumoran, bezdusan,
birokratski obrazac za dokaz. Radimo od buhe slonal!
Zelimo i zaista reéi da jasno opazanje poput ovog za-
htijeva takav pretjerani uvod? Budite posteni: jeste li ga
uopce procitali? Naravno da niste. Tko bi to htio?
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Rezultat takve obrade neceg toliko jednostavnog je da
ljudi viSe ne vjeruju svojoj intuiciji. Dovoditi u pitanje o¢i-
gledno, inzistiranjem da to bude “strog CBADCBAD
P 20 dokaz” (kao da ono gore uopce jest pravi formalni
dokaz), jednako je kao re¢i u¢eniku “Tvoji osjecaji i ideje
su sumnjivi. Mora$ misliti i govoriti na na$ nacin”.

Zaformalni dokaz u matematici postoji mjesto, bez sum-
nje. Ali to nije uc¢enikovo prvo upoznavanje s matema-
tickom raspravom. Dajte barem da se ljudi upoznaju s
nekim matemati¢kim objektima i da nauce $to mogu od
njin o€ekivati, prije nego pocnete sve formalizirati. Stro-
gi formalan dokaz postaje vazan jedino kad nastupi kri-
za — kad otkrijete da se vasi zami$ljeni objekti ponasaju
suprotno od o¢ekivanog, kad dode do neke vrste para-
doksa. No, takva pretjerana preventivna higijena je ov-
dje sasvim nepotrebna — jo$ se nitko nije razbolio! Na-
ravno, dode li do logi¢ke krize u nekom trenutku, treba
je istraziti i dokaz pojasniti, ali i taj proces se moze izve-
sti intuitivno i neformalno. To je u stvari bit matematike —
obaviti takav razgovor sa svojim dokazom.

Ne samo da je vecina djece potpuno zbunjena tim cje-
pidlac¢enjem — nista nije toliko zbunjujuc¢e kao dokaziva-
nje ociglednog — nego ¢ak i nekolicina onih ¢ija intuici-
ja ostane nedirnuta mora svoje izvrsne i prekrasne ideje
prevoditi na taj smijesan hijeroglifski oblik da bi ih njiho-
vi ucitelji nazvali “ispravnim”. Ucitelj si tada laska da je
na neki nacin izostrio umove svojih uc¢enika.

Kao slozeniji primjer uzmimo sluc¢aj trokuta u polukru-
qu:

Prekrasna istina o ovom predlosku jest da bez obzira
gdje smiestili vrh trokuta, on uvijek zatvara pravi kut.
(Nemam primjedbi na izraze poput “pravog kuta” ako
su vazni za problem i olaksavaju raspravu. Ne prigova-
ram samoj terminologiji, ve¢ besmislenoj i nepotrebnoj
terminologiji. U svakom slucaju, bio bih zadovoljan i s
izrazom “ugao” ili €ak “Superman”, ako ucenik tako vi-
Se voli).

Evo slu¢aja kad je nasa intuicija malo u nedoumici. Ni-
je uopce jasno da bi to trebalo biti istinito, ¢ak se ¢ini i
nevjerojatnim — ne bi li se kut trebao mijenjati ako pomi-
¢em vrh? Ovdje imamo izvrstan matematicki problem!
Je li to to€no? Ako jest, zasto je tocno? Kakav divan pro-
jekt! Kakva sjajna prilika za vjezbanje domisljatosti i ma-
Ste! Naravno, takva prilika se ne daje u€enicima, njihova
radoznalost i zanimanje se istog trena uguse:

TEOREM 9.5. Neka je trokut 4BC upisan u polukrug
promjera AC. Tada je 3 ABC pravi kut.

Dokaz:

1. Nacrtaj polumjer OB. Tada je OB = OC = OA 1. zadano

. mIOBC =mIBCAmOBA =mIBAC

. m3ABC = m 3 OBA + m4 OBC

2

3

4. m3IABC + m3BCA + m 3 BAC = 180°
5. mIABC + m 3 OBC + m 3 OBA = 180°
6
7
8

. 2m <Y ABC = 180°
. m3IABC = 90°
. JABC je pravi kut

. teorem o jednakokracnom trokutu
. hipoteza o zbroju kutova

. zbroj kutova trokuta je 180°

. supstitucija (red 3)

2
8
4
5. supstitucija (red 2)
6
7. svojstvo dijeljenja u jednadzbi
8

. definicija pravog kuta
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Moze li ista biti neprivliacnije i neprofinjenije? Moze li ije-
dan argument biti zamr$eniji i necitkiji? Ovo nije mate-
matika! Dokaz bi trebao biti bogojavljanje, a ne kodira-
na poruka iz Pentagona. Eto $to nastaje od pogres$no
shva¢enog znacenja logicke strogoce: ruznoca. Dusa
dokaza pokopana je pod hrpom zbunjujuéih formalno-
sti. Nijedan matematicar tako ne radi.

Nijedan matematicar ikad nije tako radio. Ovo je pot-
puno i krajnje nerazumijevanje matematickog pothvata.
Matematika nije podizanije barijeraizmedu nas i nase in-
tuicije, niti kompliciranje jednostavnih stvari. Matemati-
ka je uklanjanje prepreka nasoj intuiciji i odrzavanje jed-
nostavnih stvari jednostavnima.

Usporedimo ovu neprijatnu zbrku od dokaza s doka-
zom koji je izveo jedan od mojih sedmasa:

“Uzmi trokut i zarotiraj ga tako da s pocetnim zatvori ¢e-
tverostrani okvir unutar kruga. Kako je trokut zaokrenut
potpuno naopako, stranice okvira moraju biti paralelne,
tako da Cine paralelogram. Ali to ne moze biti nako$eni
okvir jer su obje dijagonale promjeri kruga, pa su jedna-
ke sto znaci da to mora biti pravi pravokutnik. To je ra-
zlog Sto je kut uvijek pravi kut.”

Nije li to prekrasno? Poanta nije u tome je li ovaj do-
kaz bolji od prvog kao ideja, poanta je u tome da nam
sine ideja. (U stvari, ideja prvog dokaza je prilicno lije-
pa, premda se nazire kao kroz staklo, i to tamno.)

Sto je jo§ vaznije, ideja je bila utenikova viastita. Razred
je imao lijepi problem na kojem je trebalo raditi, nacini-
li su pretpostavke, poku$ali su dokazati i evo sto je smi-
slio jedan ucenik. Naravno, za to mu je trebalo par dana,
i dokaz je bio rezultat dugog niza promasaja.

Da budem iskren, znatno sam parafrazirao dokaz. Ori-
ginal je bio poprilicno zamrseniji i sadrzavao je puno ne-
potrebne prazne slame (kao i pravopisnih i gramatickih
pogresaka). Ali mislim da sam skroz dobio osje¢aj do-

kaza. A ti nedostaci imali su svoju dobru stranu; zada-
li sumi posla kao nastavniku. Bio sam u stanju istaknu-
ti nekoliko stilskih i logi¢kih problema, pa je u¢enik onda
mogao poboljSati dokaz. Primjerice, nisam ba$ bio za-
dovoljan dijelom u kojem kaze da su obje dijagonale
promjeri — mislim da to nije sasvim ocito — ali to je samo
znacilo da jo§ o necemu mora razmi$ljati i bolje shvatiti
da bi se izvukao iz situacije. | zapravo je u¢enik vrlo lije-
po premostio taj jaz:

“Kako se trokut rotira to¢no za polovinu kruga,
vrh mu mora pasti to¢no nasuprot po¢etnog po-
lozaja. Zato je dijagonala okvira promjer kruga.”

Eto, veliki je to projekt i prekrasan dio matematike. Ne
znam tko je bio ponosniji, moj u€enik ili ja. To¢no to je
vrsta iskustva kakvo zelim pruziti svojim u¢enicima.

Problem s kurikulumom standardne geometrije je u to-
me sto je privatni, osobni dozivljaj da ste umjetnik koji se
napreze prakti¢no uklonjen. Umjetnost dokaza zamije-
njena je krutim predloskom postupnih nenadahnjujucih
formalnih zaklju€¢aka. Udzbenik predstavlja skup defini-
cija, teorema i dokaza koje uditelji prepisuju na plocu,
a ucenici u svoje bilieznice. Od njih se onda trazi da ih
oponasaju u viezbama. Oni koji brzo shvate postupak,
“dobri” su ucenici.

Rezultat toga je da u¢enici postaju pasivni sudionici kre-
ativnog ¢ina. U¢enici daju izjave kako bi se uklopili u ve¢
unaprijed odredeni dokaz, a ne zato §to oni to stvarno
misle. UCi ih se da oponasaju dokaze, ne da misle s na-
mjerom. Stoga ne samo da nemaju pojma $to im ucitelj
govori, hego ni oni sami nemaju pojma $to govore.

Cak je i uobicajeni nadin prezentiranja definicija lazan.
U nastojanju da se stvori iluzija “jasnoc¢e”, prije kreta-
nja na Citav niz propozicija i teorema dan je niz definici-
ja kako bi tvrdnje i njihovi dokazi bili $to kraci. Povrsno
gledano, to izgleda prili¢cno bezazleno; pa zasto ne bi-
smo nacinili neka kracenja tako da se stvari mogu izre-
¢i §to ekonomicnije? Problem je u tome $to su definicije
vaZne. One su posljedica istan¢anih odluka o tome koja
svojstva vi kao umjetnici smatrate vaznima. | one su pro-
iza$le iz problema. Definirati nesto znadi istaknuti i obra-
titi paznju na neku osobinu ili konstrukcijsko svojstvo.
Povijesno gledano, to je posljedica rada na problemu,
ane uvod u njega.

Poanta je da se ne pocinje s definicijama, ve¢ s proble-
mima. Nitko nije imao pojma je li neki broj “iracionalan”,
sve dok Pitagora nije pokusao izmijeriti dijagonalu kva-
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kritiCki osvrt

drata i otkrio da se duljina ne moze opisati razlomkom.
Definicije imaju smisla onda kad je u dokazu postignut
cilj koji ¢ini to svojstvo neophodnim. Definiranje stvari
bez ikakve motivacije prije ¢e izazvati zbunjenost.

To je samo jos$ jedan primjer nacina na koji se ucenike
bali biti sposobni sami definirati stvari kad se za to uka-
Ze potreba — da sami zaokruze raspravu. Ne Zelim da
ucenici govore “definicija, teorem, dokaz”, Zelim da ka-
Zu “moja definicija, moj teorem, moj dokaz”.

Ostavimo li sve ove prigovore po strani, ostaje pravi pro-
blem u ovom nacinu prezentacije, a to je da je ona do-
sadna. Efikasnost i ekonomi¢nost jednostavno ne ¢ine
dobru pedagogiju. Tesko mi je povjerovati da bi Euklid
ovo odobrio, a znam da Arhimed ne bi.

SIMPLICIO: Cekaj malo. Ne znam za tvoja iskustva, ali
ja sam stvarno uzivao u svojoj srednjoskolskoj geome-
triji. Svidjela mi se struktura i volio sam raditi u toj kru-
toj formi dokaza.

SALVIATI: Siguran sam da jesi. Vjerojatno si povreme-
no radio i na nekim lijepim problemima. Mnogi uZiva-
ju na satima geometrije (iako ih mnogo vise mrzi). Ali
to nije bod u korist trenutnog rezima. To je prije snaz-
no svijedocanstvo zavodljivosti same matematike. Tes-
ko je sasvim unistiti nesto toliko lijepo, ¢ak i ta blijeda
sjena matematike jos uvijek moze biti privla¢na i zado-
voljavaju¢a. Mnogi uzivaju i u “slikanju po brojevima” —
to je opustajuci, Sareni ruéni rad. Ipak, to ga ne &ini pra-
vom stvari.

SIMPLICIO: Ali, kazem ti, meni se svidjelo.

SALVIATI: A da si dozivio prirodnije matemati¢ko isku-
stvo, svidjelo bi ti se jo$ vise.

SIMPLICIO: Znadi, mi bismo se trebali otisnuti na ne-
ki slobodoumni matematicki izlet, a u¢enici — $to nau-
¢e, to nauce?

SALVIATI: To¢no. Problemi ¢e voditi do drugih proble-
ma, razvit ¢e se tehnika onda kad postane neophodna,
nove teme ¢e nicati prirodno. A ako se dogodi da se u
13 godina $kolovanja neka stvar nikad ne pojavi, koliko
zanimljiva ili vazna onda ona moze biti?

SIMPLICIO: Ti si sasvim poludio.

SALVIATI: Mozda i jesam. Radeci ¢ak i unutar uobicaje-
nih okvira, dobar ucitelj moze voditi diskusiju i tijek za-
dataka na nacin da dozvoli u¢enicima da sami otkriju

i smisle matematiku. Pravi problem je u tome $to biro-
kracija ne dopusta pojedinom ucitelju da tako radi. Sa
zadanim kurikulumom koiji treba slijediti, ucitelj ne mo-
Ze biti voda. Standardi i kurikulum ne bi trebali postoja-
ti. Samo pojedinci koji rade ono $to misle da je najbolje
za njihove ucenike.

SIMPLICIO: No, kako onda $kole mogu jamciti da ¢e svi
njihovi u¢enici imati isto osnovno znanje? Kako ¢emo
precizno izmijeriti njihovu relativnu vrijednost?

SALVIATI: Ne mogu i ne¢emo. Kao i u stvarnom Zzivotu.
Konacéno, moramo se suociti s ¢injenicom da su svi ljudi
razli¢iti i to je ba$ dobro. U svakom slucaju, nema zurbe.
Osoba zavr§ava srednju $kolu a da ne zna formule po-
loviénog kuta (kao da ih oni znaju!). Pa $to? Ta ¢e osoba
barem iza¢i s nekom idejom o ¢emu je predmet zapra-
vo i uspjet ¢e vidjeti nesto prekrasno.

U zakljucku...

Kako bi stavio tocku na i svoje kritike standardnog ku-
rikuluma, i kao uslugu drustvu, predstavljam vam prvi,
ikad napisan, potpuno iskren, katalog predmeta K-12
matematic¢kog obrazovanja:

Standardni Skolski matematicki kurikulum

OSNOVNOSKOLSKA MATEMATIKA Indoktrinacija za-
pocinje. Ucenici nauce da matematika nije nesto sto ra-
dis, ve¢ nesto Sto ti se radi. Naglasak je na mirnom
sjedenju, ispunjavanju radnih listova i slijedenju uputa.
Od ucenika se o¢ekuje da savladaju slozen skup po-
stupaka za kori$tenje Hindi oznakama, koje nemaju ni-
kakve veze sa stvarnom Zeljom ili radoznalo$¢u s njiho-
ve strane, a koje su samo par stoljeca ranije smatrane
preteskima za prosjec¢nu odraslu osobu. Forsira se ta-
blica mnozenja, a roditelji, ucitelji i sami u¢enici su pod
stresom.

SREDNJOSKOLSKA MATEMATIKA. Ugenici uge pro-
matrati matematiku kao skup postupaka, srodnih vjer-
skim obredima, koji su vjecni i uklesani u kamen. Dije-
le se svete ploce, ili “matematic¢ki udzbenici”, a ucenici
crkvene starjesine nauc¢e nazivati “oni” (primjerice: “Sta
onitraze ovdje? Traze da podijelim?”) Uvode se izmislje-
ni i umjetni “problemi rije¢ima” i time se radi besmisleni
napor da se tim usporedbama aritmetiku ucini ugodni-
jom. UCenike Ce se ispitivati Siroki niz nepotrebnih teh-
nickih izraza, kao $to je “cijeli broj” i “pravi razlomak”,
bez imalo logi¢ke podloge za takve odlike. Izvrsna pri-
prema za Algebru .
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ALGEBRA |. | tako, umjesto da gubimo vrijeme razmi-
$ljajuci o brojevima i njihovim uzorcima, ovaj predmet
se usredotocCuje na oznake i pravila za baratanje njima.
Tec¢no umijece pripovijedanja koje vodi od problema za-
pisanog na plo¢ama iz drevne Mezopotamije do viso-
ke umijetnosti renesansnih matematic¢ara odbaceno je u
korist uznemirujuce isprekidanog, post-modernistickog
prepri¢avanja bez likova, zapleta ili radnje. Inzistiranje
da se brojevi i izrazi postave u razne standardne oblike,
dovest ¢e do dodatne zbunjenosti u znacenju identiteta
i jednadzbe. Ucenici iz nekog razloga moraju zapamti-
ti i kvadratnu formulu.

GEOMETRIJA. Izdvojena od ostatka kurikuluma, geo-
metrija ¢e probuditi nadu onih ucenika koji Zele sudje-
lovati u smislenim matematickim aktivnostima, a onda
¢e je unistiti. Uvest ¢e se nespretne i zbunjujuée ozna-
ke i nece se Stedjeti na kompliciranju jednostavnih stva-
ri. Cilj ovog predmeta je da iskorijeni svaki preostali trag
prirodne matematicke intuicije, pripremajuci ucenike za
Algebru Il

ALGEBRA II. Tema ovog predmeta je nemotivirajuca i
neprikladna uporaba koordinatne geometrije. Cunjo—
sjecnice se uvode pomocu koordinatnog sustava kako
bi se izbjegla lijepa (istan¢ana) jednostavnost konusa i
njegovih presjeka. Ucenici ¢e nauciti ispisivati kvadrat-
ne forme u svim mogucim varijacijama standardnih obli-
ka, bez ikakvog posebnog razloga. U Algebri Il uvode
se i eksponencijalne i logaritamske funkcije, iako nisu
predmet algebre, ocito samo zato jer moraju biti negdije
ubacene. Naslov predmeta odabran je da podrzi mit o
liestvama. Zasto se izmedu Algebre | i njezinog nasljed-
nika pojavljuje Geometrija, ostaje tajna.

TRIGONOMETRIJA. Dvotjedni sadrzaj rastegnut je na
jedan semestar masturbiraju¢im definicijskim optréava-
njima. Uistinu zanimljivoj i lijepoj pojavi, kao $§to je na-
¢in na koji stranice trokuta ovise o njegovim kutovima,
bit ¢e pridana jednaka vaznost kao beznac¢ajnim skra-
¢ivanjima i zastarjelim nacionalnim dogovorima, kako bi
se sprijecilo u¢enike da stvore imalo jasniju sliku o ¢e-
mu je predmet zapravo. U¢enici ¢e nauciti mnemonicke
olaksice “SohCahToa” and “All Students Take Calculus”
umjesto da razvijaju prirodan intuitivni osje¢aj za orijen-
taciju i simetriju. Raspravljat ¢e se o mjerenju trokuta
bez spominjanja transcedentalne prirode trigonometrij-
skih funkcija, ili jezi¢nih i filozofskih problema koji su sli-
jedili, a svojstveni su tim mjerenjima. Trazi se kalkulator,
tako da dodatno zamuti te teme.

UVOD U RACUN. Besmislena ka$a nepovezanih tema.
Uglavnom napola ispecen pokusaj da se upoznaju ana-
liticke metode s kraja 19. stolje¢a, kroz situacije u kojima
one nisu ni potrebne ni korisne. Tehni¢ke definicije lime-
sa i neprekidnosti predstavljene su da bi zamracile in-
tuitivno jasan pojam glatke transformacije. | kao sto na-
ziv sugerira, ovaj predmet priprema ucenike za Racun,
gdje ¢e se dovrsiti posljiednja faza sustavnog zamragi-
vanja svake prirodne ideje o liku i gibanju.

RACUN. Ovaj predmet Ge istrazivati matematiku gibanja
inajbolje nacine koji ¢e ga zatrpati pod brdom nepotreb-
nog formalizma. Jednostavne i mudre ideje Newtona i
Leibniza, iako su uvod u oba, i diferencijalni i integralni
racun, bit ¢e odbacene u korist sofistiranijeg pristupa te-
meljenog na funkcijama, koji je nastao kao odgovor na
razne analiticke krize koje se u ovom predmetu ne traze
i koje naravno nece biti ni spomenute. Doslovce isto ¢e
se ponoviti i na fakultetu.

KKK

Eto vam ga. Cjelokupan recept za trajno onesposoblji-
vanje mladih umova — dokazani lijek protiv radoznalosti.
Sto su udinili matematici! U toj drevnoj umjetni¢koj formi
lezi mudrost koja oduzima dabh, ljepota koja slama srce.
Ironi¢no je kako ljudi odbacuju matematiku kao suprot-
nost kreativnosti. Propustaju umjetnicku formu stariju
od ijednog udZbenika, dublju od ijedne pjesme i sadr-
zajniju od ijednog sadrzaja. A to je ucinila Skola! Kakav
zalostan beskrajni krug nevinih ucitelja koji nanose Stetu
nevinim uc¢enicima. A moglo bi biti puno zabavnije.

SIMPLICIO: U redu, potpuno sam deprimiran. Sto sad?

SALVIATI: Pa, mislim da imam ideju o piramidi unutar
kocke....

Prevela: Sandra Gracan
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