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Branimir Daki¢, Zagreb

* Zabavna matematika je sklop dviju rijeCi za koje ¢e pomisliti da nikako ne mogu biti zajedno,
Jjer su matematika i zabava potpuno suprotni POJmMOoVi...

e Zabavna je matematika dio matematike. VaZna je njezina uloga od davnine, od prvih pisanih

matematic¢kih tragova...

* Zabavna je matematika mnoge potakla da se zainteresiraju i trajno veZu za matematiku...

U proslom broju MiS-a bilo je, izmedu ostalog, rije-
¢i i o didakti¢koj ulozi primjera primjene matema-
tike u smislu podizanja motivacije i razine zorno-
sti u nastavi matematike. Na istom tragu mozemo
razmisljati i o ulozi zabavne matematike u nasta-
vi. “Zabavna” mozda i nije najsretnije izabran naziv
ali je u nas uvrijezen pa se zna $to se pod tim na-
zivom podrazumijeva. Ponekad se rabi i naziv za-
nimljiva matematika, na Zapadu je to Cesto rekre-
ativna matematika, a govori se i o matematickim
glavolomkama. No bilo kako bilo sadrzaj je uvijek
isti: radi se o stvarnim problemima uobli¢enim u
zagonetke ¢ime oni postaju “zabavniji” — privlac-

(Mirko Polonijo)

niji za rjeSavanje. U rjeSavanju se pritom ne mogu
zaobic¢i postupci koji su zapravo svojstveni mate-
matickom nacinu misljenja i uglavnom ne zahtije-
vaju neko vece teorijsko znanje. Mozda upravo to i
opravdava veliku popularnost ove grane matema-
tike. Prisjetimo se da se na matematickim natje-
canjima u Hrvatskoj na osnovnoskolskoj razini po-
javljuju zadaci koje mozemo razvrstati u podrucje
zabavne matematike (zadaci o prelijevanju, vaga-
nju, razrezivanju, bojenju, prebrajanju...). Sklonosti
uéenika raznim matemati¢kim zagonetkama svje-
docii prije nekoliko godina zaceto natjecanje sred-
njoSkolaca u rjeSavanju sudoku zadataka $to ga
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je potaknula u zagrebackoj 13. gimnaziji kolegica
Snjezana Sigié, a koje je svake godine sve masov-
nije pa je daleko preslo okvire samo te Skole.

Nije li ve¢ iz ovog uvoda razvidno kako bi didak-
ticka uloga zabavne matematike mogla biti kori-
sna i u nastavi? Intuitivno to znaju i nastavnici pa
se nerijetko u svojoj nastavi koriste povijesnim pri-
¢ama.

Matemati¢ke su se zagonetke pojavile u davna,
da ne kazemo pradavna vremena. Tako primjeri-
ce ¢uveni Rhind papirus (oko 1850. g. prije Krista)
obiluje takvim sadrzajem. Poznata je brojalica:

U sedam je kuéa sedam macaka. Svaka macka
ulovi sedam miseva. Svaki mis pojede sedam kla-
sova Zita. Svaki klas mogo bi dati sedam hekata’
Zita. Koliko je toga svega zajedno?

Podsjetimo se i lijepe stare grcke zagonetke Cije
Ce rjeSenje odgovoriti na pitanje Koliko je poZivio
Diofant?, a Cije rjeSenje je vezano uz racun s ra-
zlomcima. Tu je zatim i pri¢a o izumitelju Saha, ko-
jamoZe biti lijep uvod u obradu pojma potencije ili
kao primjer uz obradu geometrijskog niza?

U pretpro$lom broju MiS-a bilo je rije&i o Arhimedu
pa smo spomenuli i njegov stormakion, koji podsje-
¢a na tangram, popularnu i vrlo staru kinesku sla-
galicu sa sedam dijelova od kojih se moZe sloZiti
mnostvo zanimljivin oblika. Tangram se kao svoje-
vrsna zaraza $irio svijetom osobito posljednjih ne-
koliko stolje¢a. Mnogi su njome bili opsjednuti pa

5 =

i Lewis Caroll, pisac ¢uvene Alise u zemlji Cudesa,
amoze se procitati kako je i Napoleon, poznat kao
veliki matematicki entuzijast, ovom igricom kratio
svoje prognani¢ke dane na Sv. Heleni.

Vrlo je poznata i Arhimedova zagonetka Problem
sa stokom (Cattle Problem), problem koji pripada
Diofantovoj analizi, dijelu algebre u kome se traze
cjelobrojna rjesenja algebarskih jednadzbi ili su-
stava jednadZbi. Bio je otvoren tijekom niza sto-
lie¢a, mozda zahvaljujuéi i tome $to su brojevi koji
se pojavljuju pri njegovom rjeSavanju uistinu ogro-
mni. RjeSenje je dao 1880. g. A. Amtor i prema
njemu riesenje je broj 7.76 - 10206544,

Uz Arhimeda se vezu i brojni drugi zanimljivi za-
daci od kojih se prisjetimo tek jos samo dvaju: Kr-
znarski noz i Rimska soljenka, vrlo su pogodni uz
obradu povrsine kruga.

Nadalje, ¢uveni Fibonaccijev problem s razmno-
zavanjem zeceva moze posluZziti kao motivacijski
primjer uz uvodnu obradu niza ali i kao kasniji vr-
lo uvjerljiv primjer rekurzivno definiranog niza. Za-
datak se pojavio 1202. g. u knjizi Liber abaci, a u
istoj se knjizi moZe zatedi i viSe drugih zgodnih za-
gonetki.

Spomenimo i magicni kvadrat, kvadrat n - n u Ci-
ja polja valja upisati brojeve 1, 2, 3, ..., n* tako da
zbroj brojeva u svakom retku, u svakom stupcu i
na dijagonalama bude jednak. Ovaj problem star
je vise od 4 000 godina. | on, kao i mnogi drugi,
potjece iz Kine i izvorno je poznat pod nazivom

— AN ENDLESS SOURCE

e

EY WHICH THE APPARENTLY IMPOSSIBLE FERT OF PRODUCING HUNDREDS OF
REPRESENTATIONS OF CROTESQUE HUMAN FIGURES MAY BE ACMIEVED,IN GREAT
& AMUSING VARIETY, FROM A SERIES OF PURELY CEOMETRICAL FORMS.

LONDON STEREOSCOPIC COMPANY.
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Slika 1. Na slici lijevo je kutija s dijelovima tangrama, a na slici desno kutijica s kraja 19. stolje¢a

" Hekat — stara egipatska mjera za obujam.
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lo—shu. Jedan od najpoznatijih magi¢nih kvadrata
nalazi se na vrlo ¢uvenoj Durerovoj grafici Melan-
cholia iz (1514.). Pitanje koliko ima magicnih kva-
drata za dani broj n, pitanje je na koje jo$ uvijek
nema odgovora. Zna se tek da ima 880 kvadrata
tipa4 - 41275 305 224 kvadrata 5 - 5.

Moglo bi se nastaviti unedogled s navodenjem
povijesnih primjera.2 Brojni su primjeri vezani i uz
velika matemati¢ka imena, a tezina problema vari-
ra od sasvim jednostavnih do vrlo sloZenih, od ko-
jih su neki otvoreni jo$ i dan-danas.

No jednog matemati¢ara ne smijemo ispustiti.
Leonhard Euler bio je pravi maj-

galici s 15 plocica), Henry Ernest Dudeney (1857.
—1930.), Edouard Lucas (tornjevi Hanoja) (1842. —
1891.), Jakov Izidorovi¢ Pereljman (1882. — 1942)),
Raymond Smullyan (1919. —), Solomon Golomb
(polimino) (1932. —).

No iz dugackog popisa zanesenjaka zabavnom
matematikom te uz sve opasnosti koje u sebi skri-
va svako izdvajanje, ipak valja istaknuti jedno ime.
Ameri¢ki matematiCar Martin Gardner (1914., Tul-
sa, Oklahoma) Covjek je bez znanstvene titule, ali
je Covjek o kojem se u svijetu matematiCara govori
s punim uvazavanjem i respektom. Gardner je uz

stor u rjeSavanju zanimljivin pro-
blema od kojih su neki utemeljili
¢ak i cijele matematicke discipli-
ne. Spomenimo Skakacev put po
Sahovskoj plo&i, zatim Problem tri-
desetSest casnika te Problem se-
dam mostova u Kénigsbergu.

Ipak, zabavna se matematika
potpuno afirmirala i reklo bi se
postala ravnopravni dio mate-
matike tek krajem 19. i u pro$lom
stoljeéu kad se pojavljuju mate-
mati¢ari koji su potpuno preda-
ni ovom podrudju. Spomenimo
neke od njih: Sam Loyd (1841. —
1911.) (poznat je po Cuvenoj sla-

2 Detaljnije se moze proditati u [3], u uvodu.

Slika 3. Na slici lijevo je Martin Gardner, a u pozadini i na slici desno

je njegov portret slozen od domino plocica

bavljenje rekreacijskom ma-
tematikom silno pridonio po-
pularizaciji matematike. Od
1956. do 1981. u najpozna-
tijlem svjetskom ¢asopisu za
popularizaciju znanosti “Sci-
entific American” objavljivao
je kolumnu “Mathematical
Games”. Objavio je vise od
60 knjiga, veliku vecinu iz po-
dru¢ja zabavne matematike.

Osvrnimo se jo$ nakratko i
na zabavnu matematiku u

Slika 2. Na slici lijevo je Henry Ernest Dudeney, a na slici desno slagalica s 15 plo¢ica Sama Loyda  ngs. Prva knjiga matematic-

kih glavolomki u nas pojavila
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se 1867. Bile su to “Matemati¢ke mudrolije” Euge-
na Kovacevi¢a. Knjiga nije sacuvana, ali je jedna
druga knjiga, “Mali zabavlja¢” dostupna u Nacio-
nalnoj i sveudili$noj biblioteci u Zagrebu.* U njoj
je pisac Julije Varzi¢ka dao 100 raznovrsnih pro-
blema.

Svojedobno je prevedena i objavljena jedna knji-
zica Sama Loyda. Dr. Vladimir Devidé objavio je
knjizicu “Zabavna matematika” (Skolska knjiga,
Zagreb 1988.). Posebice istaknimo dvije knijizice
dr. Mirka Polonija Matematicki problemi za rado-
znalce, (Skolska knjiga, Zagreb 1979.) te Matema-
ticke razbibrige za radoznalce (Element, Zagreb,
1995)). Iz ove posljednje jest i uvodni moto. Dr
Zdravko Kurnik u popularnom MFL-u vodi redovitu
rubriku "Zabavna matematika".

5 e S
S 8
L’f‘a :

Slika 5. “The Milkmaid Puzzle”

3 Prema uvodu u [3].

U drugom dijelu ovog ¢lanka na jednom lijepom
primjeru pokazat ¢emo kako se jedna i jednostav-
na glavolomka moze lijepo iskoristiti i iz nje razvi-
ti viSe zanimljivih rieSenja. Objavljena je kao 187.
problem nazvan “The Milkmaid Puzzle” u knijizi
Amusements in Mathematics (1917.) Ernesta Du-
deneya.

Evo kako glasi taj problem:

U jednom se kutu slike vidi mljekarica kako mu-
ze kravu, u drugom je mljekara u koju ona ima is-
poruditi mlijeko. Valja primijetiti kako mlada Zzena
sa svojim vjedrom prije isporuke uvijek svrati do
rijeke. Mozda ¢e sumnijiCav Citatelj upitati zasto
ona to ¢ini. Ja bih tek odgovorio kako to nije nasa
stvar. To je mlijeko ionako za lokalne potrebe.

* Kamo ¢es, lijepa djevo?
* Do rijeke, gospodine!, odgovori ona.

MATEMATICKE * Ne bih kupio vase mlijjeko, ljepotice.
RAZBIBRIGE * Nitkoto od vas i ne traZi, gospodine,

rece ona.

Iscrtajte put koji valja prije¢i mljeka-
rica od mjesta na kojem je pomuzla
kravu do vrata mljekare, ali tako da
bude najkrac¢i moguc.

Na slici 6 je geometrijsko rieSenje da-
nog problema.

N
Slika 6.
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Neka je mljekarica u to¢ki M i neka je mljekara
to¢ka M. Rijeka je pravac p.

Zrcalimo tocku N prema pravcu p. Njezina je slika
tocka N'. Spojimo pravcem tocke M i N'. Ta spoj-
nica sijece pravac p u tocki R pri ¢emu je |MR| +
|RN| = |MN’| trazeni najkraci put. Naime, ako bi
mljekarica prisla rijeci u nekoj drugoj tocki, primje-
rice to¢ki Q, onda bi bilo |[MQ| + |ON| = |MOQ|
+ |ON’| > |MN’|. Ovime je rije$en zadatak.

RjeSenije nije nepoznato jer je rije¢ o tzv. Fermato-
vom putu, Koji prelazi zraka svjetlosti pri refleksiji
na ravnom zrcalu. Isto nacelo nalazimo i pri biljar-
skoj igri jer se kuglica nakon udara o rub stola od-
bija pod istim kutom pod kojim je prema tom rubu
i doSla. Na slikama 7, 8 i 9 vidimo nekoliko situa-
cija iz ove igre. Ona na slici 7 je najjednostavnija i

Slika 7.

Slika 8.

Slika 9.

njezino se rjeSenje oslanja izravno na rieSenje za-
datka o mljekarici. Na drugoj slici prikazana je si-
tuacija u kojoj se kuglica M prije udara u kuglicu
N mora uzastopce odbiti od rubova AD i CD. Na
tre¢oj, kuglica M prije udarca u kuglicu N odbija
se od rubova CD i AB.

| kona¢no rijesSimo jedan “pravi” matematicki za-
datak:

U dani Siljastokutan trokut upiS§imo trokut najma-
njeg opsega. Zadatak ¢emo rijesiti postupno, raz-
matranjem dvaju jednostavnijih zadataka.

Prvi: Unutar danog Siljastog kuta o nalazi se toc-
ka R. Odredite tocke P € p i Q € g tako da opseg
trokuta A POR bude najmanji moguc.

Zrcalimo tocku R prema krakovima pi g kuta o (sli-
ka 10). Dobit éemo tocke R’ i R”. Spojnica R’'R” na
kracima kuta odreduje to¢ke P i O, a trokut A POR
rieSenje je zadatka. Naime spojnica R'R” preko
nekih drugih dviju to¢aka P, i O, je izlomljena pa
samim tim i dulja od duzine R'R”.

Neka je sada dan Siljastokutan trokut A ABC i na
njegovoj stranici AB neka je dana tocka P. Odre-
dite Q € BC i R € AC tako da upisani trokut A
PQOR ima najmaniji opseg.

Taj zadatak zapravo je jednak prethodnom. Cinje-
nica da je toCka P na stranici AB nije bitna za rje-
Savanje problema. | rieSenje je stoga isto. Zrca-
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Slika 10.

limo tocku P prema stranicama AC i BC te tako
dobijemo toc¢ke P’ i P”. Spojnica P’P” odreduje
tocke Qi R, a trokut A POR najmanjeg je opse-
ga (slika 11).

Slika 11.

Ipak, iz ovog rieSenja izvucimo neke vrlo vazne
zakljucke:

Prije svega I P’'CP” = 2y, jerje I PCA =3 ACP’ te
3 PCB =4 BCP’. Veli¢ina tog kuta trokuta A PCP
ne mijenja se, uvijek je jednaka 2y, neovisno o po-
loZaju to&ke P na stranici AB.

Slika 12.

Nadalje, trokut A P’'CP” je jednakokracan jer su
njegovi krakovi P'C i P"C simetriéne slike iste
duzine, duzine PC. Osnovica tog jednakokragdnog
trokuta, duzina P’P” jednaka je opsegu upisanog
trokuta A POR. Ta duzina mijenja duljinu ovisno o
duljini duzine CP, a ona je najkraéa kada je P no-
Zidte visine spustene iz vrha C na stranicu AB.

| time smo zaokruzili pricu o mljekarici. Zasigur-
no bi se moglo naéi i mnostvo sliénih primjera u
kojima nas neka lijepa matematicka glavolomka
uvodi u rjeSavanje “ozbilinog” matematickog za-
datka.
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