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Uvod
U prošlom broju govorilo se o posebnim moguæ-
nostima koje raèunalo donosi u nastavu matema-
tike. No, uz potencijale poput moguænosti razlièitih 
oblika prikazivanja, eksperimentalnog rada, ele-
mentariziranja i modulariteta, spomenut je još je-
dan aspekt: odtereæenje operativnog (raèunskog) 
dijela nastave s uèenika na raèunalo. Upravo æe 
o tom odtereæenju biti rijeèi u ovom èlanku. Ide-
ja o prebacivanju operativnih radnji s uèenika na 
raèunalo je razlièito prihvaæena – dok je jedni (na-
stavnici i metodièari) hvale, drugi su vrlo skeptièni. 
Zato je potrebno istražiti kakve nam to promjene 
donosi raèunalo u nastavu matematike i do kojih 
zakljuèaka su došli europski metodièari istraživa-
njem ove teme.

Uporaba raèunala u nastavi pretpostavlja da po-
stoje materijalni, tehnièki i organizacijski uvjeti za 
primjenu raèunala u nastavi, te da za njihovo kori-

štenje postoji metodièki dobro osmišljen plan i pro-
mišljena teorijska pozadina. U ovom tekstu æe biti 
rijeèi upravo o nekim metodièkim pitanjima veza-
nim uz uporabu raèunala u nastavi matematike.

Primjene u nastavi
Raèunalo može na sebe preuzeti velik dio opera-
tivnog dijela u nastavi, a osloboðeni prostor uèe-
nici mogu iskoristiti za bolje razumijevanje osnov-
nih ideja u matematici (osnovno znanje), kao i za 
diskusije, te kreativno matematièko razmišljanje 
(refleksno znanje). Iako se o tom odtereæenju veæ 
dugo govori i dio je školske prakse kod nekih ko-
lega, ono još uvijek ipak zvuèi vrlo kontroverzno: 
nastavnici su podijeljeni u mišljenju treba li na ovaj 
naèin mijenjati nastavu matematike, a iskustva iz 
razreda pokazuju (Schneider, 1999.) da èak i oni 
uèitelji koji koriste raèunalo u nastavi matematike, 
koriste ga na “tradicionalan” naèin, tj. kao poma-
galo kod kojeg se nastava nije bitno izmijenila. No, 
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zapitajmo se kako bi izgledala nastava matemati-
ke kada bi bila orijentirana na fundamentalne ide-
je, na refleksiju i interdisciplinarnost, a ne na algo-
ritme i operiranja (Fischer, str. 5).

Slutimo da bi takva nastava matematike bila razli-
èita od današnje. Veæina promjena proizlazi iz èi-
njenice da se raèunalima mogu efikasno provesti 
brojni raèuni, operacije, postupci i algoritmi koje 
uèenici na “tradicionalnoj nastavi” redovito raèu-
naju na papiru. Promjene u nastavi matematike 
možemo promatrati obzirom na njene ciljeve, sa-
držaj, metode te obzirom na socijalne skupine u 
nastavi (Peschek, 1997.; Schneider, 1999.).

Promjene obzirom na ciljeve
Ciljeve nastave matematike u Hrvatskoj možemo 
pronaæi u Nastavnom planu i programu (koji se 
nalazi i na web stranicama MZOS-a). Prebaciva-
nje mnogih algoritamskih i numerièkih operacija 
s uèenika na raèunalo za sobom povlaèi i promje-
nu u definiranju nekih ciljeva nastave matematike. 
Bolje reæi, naglasak se stavlja na ciljeve koji su do-
sad možda i bili spominjani, ali definitivno nisu bi-
li u prvom planu.

Ciljevi koji dolaze u prvi plan uporabom raèunala 
u nastavi su (Schneider, 1999.):

• “orijentacija na aplikacije, modeliranje, 
autentiènost i rješavanje problema;

• naglasak na aspekte prezentacije i inter-
pretacije unutar matematike;

• koncentracija na odgovarajuæu izgradnju 
koncepata;

• diskusija o moguænostima i granicama 
matematièkih postupaka;

• orijentacija na fundamentalne matematièke 
ideje;

• interdisciplinarnost;

• uèenje o povijesnim i socio-psihološkim 
aspektima;

• razlièiti socijalni ciljevi nastave matematike.”

Nastavnici koji su skeptièni prema ideji da raèu-
nalo uðe u nastavu matematike i preuzme na se-
be raèunanja su iskazali bojazni da æe tako nestati 

dosadašnje razvijanje kvaliteta poput ustrajnosti, 
strpljivosti, toènosti, koncentracije, itd. No, pre-
ma Schneider (1999.) doznajemo da danas mno-
gi metodièari (koji pozdravljaju ideju da se uèeni-
ci oslobode nekreativnih rutinskih radnji) smatraju 
da odlike poput ustrajnosti, strpljivosti, toènosti i 
koncentracije neæe nestati, veæ æe biti pomaknute 
na jedan drugi nivo.

Promjene obzirom na 
sadržaje
Uvoðenjem raèunala uvodi se i moguænost uvo-
ðenja novih sadržaja u nastavu matematike, kao 
i preispitivanje postojeæih nastavnih planova. Mo-
guænosti eksperimentiranja i povezivanja raznih 
vrsta prikaza (algebarskog, tabliènog, grafièkog) 
otvaraju vrata novim matematièkim sadržajima, 
koji dosad nisu bili vizualno moguæi u tradicio-
nalnoj nastavi. Dinamika iz programa dinamiène 
geometrije i interaktivnih alata omoguæuje nagla-
šavanje novih sadržaja i proširuje vidike iz starih. 
Takoðer, prebacivanje algoritamskih i numerièkih 
operacija s uèenika na raèunalo za sobom povlaèi 
i promjene u sadržajima nastave matematike.

“Promjene sadržaja mogu takoðer biti posljedica 
novih pristupa i novih naglasaka unutar tradicional-
nih sadržaja, pristupa i naglasaka koji dosad nisu 
koristili u nastavi zbog velikih napora potrebnih za 
ruène izraèune ili zbog teškoæa u raèunanjima: re-
kurzija je primjer za to, kao i diskretizacija i elemen-
tarizacija.” (Schneider, 1999.)

O elementarizaciji je bilo rijeèi u prvom dijelu èlan-
ka: Zbog ogranièenja u moguænostima rješava-
nja složenih raèuna i postupaka pronalazile su se 
nove metode u svrhu lakših rješavanja zadataka. 
Moguænosti današnjih raèunala daju nam opet 
šansu da se vratimo prvobitnim (“elementarnim, 
primitivnim”, Schneider 1999.) metodama koje su 
se prije èinile prekompliciranima, a današnja ih ra-
èunala bez problema mogu svladati. Taj se postu-
pak naziva elementariziranje.

Uvoðenje raèunala u nastavu matematike uèeni-
cima omoguæuje i sasvim novi pogled na rekur-
ziju. Uostalom, veæina gimnazijalaca se s rekur-
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zijom prije susretne upravo na satu informatike i 
programiranja. Tako se, primjerice, eksponencijal-
na funkcija f(n) =  a n  sasvim drukèije doživljava na 
satu matematike kroz jednadžbu i graf, a drukèije 
kroz programiranje, gdje se definira kao rekurzija 
f(n) = a · f(n – 1), odakle upada u oèi da konstan-
ta odreðuje prirast. Zgodan primjer o eksponenci-
jalnoj funkciji kao rekurziji napravljen u GeoGebri 
nalazi se iza ovog èlanka u primjeru kolege Šime 
Šuljiæa.

Možemo se pitati koje to još sadržaje treba mi-
jenjati ili proširivati u nastavi matematike, a koje 
ipak ostaviti. Èak i ako koristimo raèunalo u nasta-
vi, može li opstati nastava matematike s raèunal-
nom potporom, ali s današnjim sadržajima? Dru-
gim rijeèima, je li domet koristiti raèunalo u nastavi 
matematike samo kao sredstvo za rješavanje za-
htjevnijih zadataka i konstrukcija? Za ovo pitanje 
potrebna su metodièka istraživanja, diskusije i 
promišljanja.

Promjene obzirom na metode
Upravo iznesena pitanja možemo prenijeti i na 
metode u nastavi matematike: Može li opstati na-
stava matematike s raèunalnom potporom, ali s 
današnjim metodama? I na koji to naèin uporaba 
raèunala na satu matematike može mijenjati me-
tode rada?

 U prošlom broju dosta je prostora bilo posveæeno 
eksperimentiranju kao posebnom potencijalu koje 
nudi raèunalo u nastavi matematike. Upravo mo-
guænost eksperimentiranja širom otvara vrata ek-
sperimentalnim i heuristièkim metodama. Uèenici 
mogu eksperimentalno istraživati  razna svojstva 
iz matematièkog gradiva i donositi zakljuèke, a ra-
zni oblici prikazivanja (tablièni, grafièki, simboliè-
ki) te dinamika i interaktivnost æe im pomoæi u do-
nošenju pravih zakljuèaka. 

“Stoga je kljuèna toèka to što uèenici mogu ponav-
ljati svoja istraživanja uvijek iznova s gotovo besko-
naèno mnogo primjera kako bi provjerili svoje hi-
poteze sve dok više ne stavljaju u pitanje toènost 
svojih pretpostavki, a zatim ih verificiraju kao mate-
matièke èinjenice.” (Schneider, 1999.)

Prof. Schneider takoðer primjeæuje da je u ekspe-

rimentalnoj nastavi potpomognutoj raèunalom 
kljuèno pitanje “Što ako?” na koje uèenici odgova-
raju sami pomoæu eksperimenta i mijenjanjem že-
ljenih parametara. Kljuèno pitanje iz tradicionalne 
nastave matematike je ‘Zašto?’ i odgovor na njega 
uèenicima više nije toliko nedostižan jer na njega 
mogu dobiti odgovor uz moguænosti raèunala.

No, uz eksperimente uvijek treba biti i oprezan jer 
samostalan rad uèenika treba nadgledati i vodi-
ti zbog moguænosti donošenja krivih zakljuèaka, 
kao i stavljanja naglaska na manje bitne stvari. To 
nas vodi do vrlo važne i delikatne uloge nastav-
nika u nastavi potpomognutoj raèunalom, kao i 
važnosti dobro osmišljenog raèunalnog materijala 
(programa, apleta) za uèenike. Uza sve to, u proš-
lom je broju bilo istaknuto kako je važno uèenici-
ma skrenuti  pažnju da eksperimentom dobiveni 
zakljuèci ipak nemaju snagu pravog matematiè-
kog dokaza.

Promjene obzirom na 
socijalne skupine

Uporaba raèunala na satu matematike mijenja i 
dosadašnju nastavu matematike koja je veæinom 
orijentirana na frontalni rad. Rad s raèunalom èe-
sto se organizira u skupinama ili u paru (izmeðu 
ostalog, i zbog smještaja raèunala u uèionici, te 
zbog veæeg broja uèenika obzirom na broj raèu-
nala), ali se organizira i individualno, pogotovo 
ako je rijeè o radu s kalkulatorima.

Primjene u praksi
Iako je raèunalo veæ ušlo u matematièke uèionice 
u Hrvatskoj (pa makar zasad i u obliku Power Point 
prezentacija), možemo se zapitati hoæe li njego-
va uporaba na nastavi uzeti maha do te mjere da 
se zaista masovno crpe njegove prave moguæno-
sti poput raznih vrsta prikaza, dinamike ili eksperi-
mentalnog rada (opisanih u prošlom broju), te ra-
stereæenja nastave od rutinskog raèunanja. Ili æe 
samo nekolicina nastavnika koristiti raèunalo na 
satu, a ostali æe ostati (najviše) na Power Point pre-
zentacijama? Ovo pitanje ostaje otvoreno jer su 
promjene koje donose moguænosti raèunala toli-
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ko velike da izlaze iz okvira odluèivanja nastavnika 
za kojim æe sredstvom posegnuti. Nastavnik, do-
duše, prilikom pripreme za sat može odluèiti koju 
æe metodu ili socijalnu skupinu odabrati u realiza-
ciji, ali ambiciozne promjene u ciljevima i sadrža-
ju trebaju se realizirati na višoj razini i o njima ne 
odluèuje samo nastavnik. Uz to, javljaju se proble-
mi poput potrebe opsežnih priprema za ovakav 
rad, loših materijalnih i organizacijskih uvjeta u na-
šim školama, slabe metodièke podrške nastavni-
cima za podruèje primjene raèunala u nastavi, ali 
i strahova kod nastavnika (strah od velike promje-
ne, strah od rada koji ne ostavlja vidljivog traga u 
bilježnici i sl.). Velike i ambiciozne promjene èesto 
je vrlo teško provesti u djelo.

No, sve navedeno nas ipak ne sprjeèava da ne 
diskutiramo i ne govorimo o posebnim moguæno-
stima koje ima raèunalo u nastavi matematike, te 
o promjenama koje se trebaju dogoditi ukoliko že-
limo iskoristiti potencijale raèunala u nastavi.

Zakljuèak
Potencijali koje donosi raèunalo u nastavu ma-
tematike, kao i ideja rastereæenja uèenika od ru-
tinskog operiranja, nužno dovode do promjena u 
ciljevima, metodama, sadržaju i socijalnoj organi-
zaciji nastave matematike. Uz sistematizaciju pro-
mjena u nastavi, u ovom tekstu su navedeni i važ-
niji problemi vezani uz promjene, te je postavljen 
niz otvorenih pitanja. Traženje odgovora na njih bi, 
vjerujem, moglo pomoæi poboljšanju nastave ma-

tematike u Hrvatskoj, te izgradnji vlastitih stavova i 
konkretnih koraka za kvalitetnu primjenu raèunala 
u nastavi matematike. Potencijala meðu našim na-
stavnicima za suradnju i realizaciju sigurno ima.

U ovom èlanku, kao i onom iz prošlog broja MiŠ-a, 
opisani su potencijali i promjene kod uvoðenja ra-
èunala u nastavu matematike. No, da ne bi sve 
ostalo na pukom teoretiziranju, pobrinuo se kole-
ga Šime Šuljiæ, koji je neke ideje iz ovog teksta 
pretoèio u konkretne primjere u GeoGebri. U tek-
stu koji neposredno slijedi na stranicama 85-87 
prikazao je nekoliko primjera upotrebe raèunala u 
nastavi matematike koji se naslanjaju na ovaj tekst 
i time još više obogatio ovaj èlanak. Njegove pri-
mjere toplo preporuèam èitateljima.
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Razlièiti oblici prikazivanja
Jednostavan zadatak analitiĀke geometrije

Zadatak. Odredite realne brojeve a, b tako da 2  x 2  + a  y 2  + b x – 5 y + 3 = 0 bude jednadžba kružnice 
koja prolazi toèkom (2, 3).

KlasiĀan pristup

Ovaj se zadatak, u klasiènom naèinu rješavanja, svodi na poznavanje èinjenica:
 da koeficijenti uz kvadratne èlanove u jednadžbi krivulje drugog reda moraju biti jednaki, to jest da je  1. 
a = 2.
da koordinate toèke moraju zadovoljavati jednadžbu krivulje.2. 

U tehnièkom smislu valja u zadanu jednadžbu uvrstiti a = 2, x = 2 i y = 3. Jednadžba se svodi na linearnu 
jednadžbu s jednom nepoznanicom. Postupak rješavanja nije uopæe složen ali može postati rutina od ko-
je se ne vidi bit i smisao zadatka.

Uz pomoć raĀunala

Za rješenje ovog zadatka u GeoGebri potrebno je u polje za unos upisati koeficijente kao parametre, jed-
nadžbu krivulje u opæem obliku i toèku:

a3.  = 1 (ili bilo koja druga proizvoljna 
vrijednost);

b4.  = 1;

k5. : 2  x 2  + a  y 2  + b x – 5 y + 3 = 0;
T6.  = (2, 3).

Slika koja se dobije iznenadit æe jer je od-
mah jasno da za ove vrijednosti parameta-
ra uopæe nije rijeè o kružnici!

Promjenom parametara a i b uèenik eksperimentalno može doæi do zakljuèka koji od parametara utjeèe na 
to da krivulja postane kružnica, a koji utjeèe na položaj i velièinu krivulje. Naposljetku, ta æe kružnica i proæi 
toèkom T. Meðutim, ovdje se postavlja pitanje možemo li se potpuno osloniti na grafièki prikaz. Nije li rijeè 
možda o toèki koja samo prividno pripada kružnici. GeoGebra ima jednostavnu naredbu za provjeru. Po-
trebno je u polje za unos upisati Veza[T, k].

Iako može izgledati da sada olako riješeni zadatak nema smisla više rješavati, uvrštavanje poznatih para-
metara u jednadžbu je možda èak još intrigantnije.
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Eksponencijalna funkcija kroz rekurziju
Eksponencijalna funkcija f(n) =  a n  kao rekurzija f(n) = a ∙ f(n – 1).

U najnovijoj inaèici programa GeoGebra, koja ima i prozor s proraèunskom tablicom nalik onoj u Excelu spo-
menuti primjer eksponencijalne funkcije može se jednostavno i vrlo efektno izraditi. Pogledajte sliku.

Opis koraka konstrukcije

Zadajte klizaè 1. a = 2 alatom iz predzadnje skupine alata.

Upišite u æeliju 2. A1 parametar a. Bit æe prikazana vrijednost parametra a. Dok je æelija oznaèena, raz-
vucite istaknuti ugao æelije na cijeli stupac.

U stupac 3. B treba unijeti vrijednosti varijable kao aritmetièki niz. U prvi stupac upišite –5, u drugi –4, a 
zatim oznaèite obje æelije i razvucite preko cijelog stupca.

U stupac 4. C treba unijeti vrijednosti funkcije za argumente u stupcu B. Æeliju C1 definirajte kao poten-
ciju poèevši sa znakom jednakosti: =A1^B1.

Sada æeliju 5. C2 zadajte rekurzivno =A2*C1 i “razvucite” preko cijelog stupca 
pa æete dobiti redom A3*C2, A4*C3, …

Najprije oznaèite stupce 6. B i C, a zatim desnim klikom na njih otvorite skoèni 
izbornik. Odaberite naredbu Izradi listu toèaka.

Dobivena tablica i lista toèaka dinamiène su, odnosno prate pomak klizaèa, pa je 
moguæe prouèavati i funkcije drukèije baze. Takoðer, možete mijenjati i vrijednosti 
nezavisnih æelija i sve zavisne pratit æe te promjene prema zadanim relacijama.
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Skup svih parabola
Zadatak. [Državno natjecanje 2007. godine, II. razred B kategorija] 

Dan je skup parabola y = (k – 2) x 2  – 2kx + k + 2, pri èemu je k ≠ 2 realan broj. 
a) Dokažite da tjemena svih tih parabola leže na istom pravcu i odredite njegovu jednadžbu.
b) Imaju li sve te parabole zajednièku toèku?

Odreðivanje tjemena parabole svodi se na poznavanje èinjenice da je apscisa tjemena broj  x 0  = –   
b
 

__ 
2a

  , a nje-

na ordinata  y 0  =   
4ac –  b 2 

 
_______ 

4a
  . U ovom sluèaju æe koordinate tjemena naravno ovisiti o parametru k:

 x 0  =    
k
 

____ 
k – 2

  ,    y 0  =    
4
 

____ 
2 – k

   .

Promjenom vrijednosti parametra dobije se skup tjemena. Eliminacijom parametra k može se vrijednost or-
dinate prikazati u zavisnosti od apscise. Ta funkcijska ovisnost bit æe linearna, odnosno dobit æemo jed-
nadžbu pravca. Rekli bismo prilièno jednostavno, zar ne? Meðutim tomu zapravo nije tako i bez dubokog 
razmišljanja sve se lako može pretvoriti u neki automatizirani postupak bez trunka matematièke ljepote. 

Upotrijebimo li raèunalo, tvrdnju ovog zadatka moguæe je predoèiti do razine opipljivosti na vr-
lo jednostavan i brz naèin kroz tri naredbe. U polje za unos zadamo tri naredbe: 

1. k = 1
2. f(x) = (k - 2)x² - 2kx + k + 2
3. T = Ekstrem[f]

Sada je potrebno samo ukljuèiti ostavljanje traga za toèku T i mijenjati parametar k. Trag koji æe 
ostaviti tjeme parabole je pravac èija se jednadžba može prepoznati. Naravno, tu preostaje za-
datak izvesti do kraja, odnosno matematièkim postupkom dokazati tvrdnju.

Rješenje drugog dijela ovog zadatka vidljivo je èim se ukljuèi ostavljanje traga parabole. Zajed-
nièka toèka (1, 0) odmah æe biti uoèljiva. S GeoGebrom to je moguæe izvesti i na drukèiji naèin. 
Za to upotrijebimo naredbu: Niz[izraz, varijabla, od, do, korak]. U konkretnom sluèaju 
izraz je jednadžba parabole, a varijabla k:

Niz[(k - 2) x² - 2 k x + k + 2, k, -10, 10, 1].

Tako æete dobiti listu parabola naziva list1. Elemente liste program ne osjeæa kao geometrijske ili algebarske 
objekte. Želite li da ih u tom smislu prepozna, potrebno je izdvojiti ih naredbom Element. Isprobajte:

1. A = Ekstrem[Element[list1,1]]
2. B = Ekstrem[Element[list1,5]]
3. C = Ekstrem[Element[list1,10]], ....
4. Pravac[A, B]
5. Veza[C, a]
6. Sjecište[Element[list1,5],Element[list1,10]], ovdje brojevi 5 i 

10 znaèe dva proizvoljna elementa liste, odnosno dvije parabole. Možete ispro-
bati i neke druge.

Ovo isprobavanje u GeoGebri može biti toliko zanimljivo da zaboravimo na matematiku, 
a drugi dio ovog zadatka ipak bi trebalo riješiti matematièki. Dakle, za neki  k 1  ≠  k 2  treba-
lo bi riješiti sustav:

y = ( k 1  – 2) x 2  – 2 k 1 x +  k 1  + 2,

y = ( k 2  – 2) x 2 –2 k 2 x +  k 2  + 2.

Eliminacijom nepoznanice y dolazimo do jednadžbe èije je jedino rješenje x = 1. Uvrštenjem u jednu od jed-
nadžbi dobivamo y = 0, odnosno toèku (1, 0).

Šime Šuljiæ, Pazin


