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matematika na maturi

Odustao sam, u samom tijeku oblikovanja ovih
misli, bilo §to rec¢i o dogadanjima u posljednje dvi-
je godine oko mature u nas. Naime, ti dogadaji za-
sigurno ne upucuju na dobro i trebalo bi sve ne-
kako dovesti u red. Ali, kako smo rekli, ostavimo
to. U ¢lanku ¢emo se pozabaviti jednim jedinim
zadatkom koji je bio na drzavnoj maturi za priro-
doslovne gimnazije (Esame di stato di liceo scien-
tifico) u ltaliji 2007. godine. Navedimo kratke teh-
nicke podatke o pisanom ispitu koji se sastoji od
dva dijela.

U prvom dijelu ponudena su dva problemska za-
datka. U svakom od ta dva zadatka su Cetiri dije-
la zadatka koji se svi odnose na iste zadane po-
datke. U drugom dijelu nalazi se 10 zadataka koji
su po sadrzaju jedinstveni. Kandidat bira jedan od
dva zadatka iz prvog dijela i pet zadataka iz dru-
gog dijela. (U tekstu se ne navodi je li to minimum,
ili se za to moze dobiti i najvisa ocjena i moze i

Gaudeamus igitur

Andelko Mari¢, Sinj

U posliednje sam vrijeme stjecajem nekih
okolnosti imao prigodu nesto viSe saznati
0 matematici na (drzavnim) maturama u
nekim europskim zemljama. Nalazimo

se “pred vratima Europe” (ma $to god to
znacilo) i oCekuje se da ¢e se Skolstvo u
cjelini, a ne samo poput visokoskolske
bolonje, morati prilagoditi europskim
standardima. To, a jo$ viSe ove puste bure
oko drZzavne mature u Hrvatskoj, potaklo
me je da napiSem ovaj ¢lanak.

kandidat rjeSavati vise od toga). Ispit traje 6 sati.
Tekst zadatka koji ¢emo rjeSavati glasi:

Promatrajmo trokute kojima je duljina osnovice
|AB| = 1ivrh C promijenijiv, tako da je X CAB jed-
nak dvostrukom XABC.

1) Uvede li se u ravnini prikladan koordinatni
sustav, treba odrediti jednadzbu geometri-
jskog mjesta toc¢aka (I') koje opisuje vrh C.

2) Predodite I' na temelju racunskog rezultata,
zanemarivsi postavljene geometrijske uvjete.

3) Odredite veli¢inu < A4BC za koju je zbog
kvadrata visina na stranice AC iBC najvedi
mogu¢. Pomocu ra¢unala taj kut izrazite
zaokruzeno u stupnjevima i minutama.

4) Dokazite: ako je XABC = 36°, tada je |AC|
_ 541
7
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Mora se autoru teksta ovog zadatka priznati vje-
Stina u sastavljanju zadataka. Naime, u zadatku je
kondenzirana skoro Citava srednjoskolska mate-
matika. Napomenimo da nam nije dostupno sluz-
beno rjeSenje zadataka i da za sva rjeSenja koja
slijede odgovara autor ¢lanka. Pri rjeSavanju ko-
ristili smo elemente analiticke geometrijske ravni-
ne, svojstva trigonometrijskih funkcija (ukljucujudi
i trigonometrijske jednadzbe), neke planimetrij-
ske poucke, ekstremne vrijednosti kvadratne (to¢-
nije bikvadratne) funkcije, minimum jednog trigo-
nometrijskog izraza, kao i kompleksne brojeve.
Klju¢ni dio zadatka je onaj pod 1. Naime, ako se
to ne rijesi, teSko ¢e se drugi dijelovi (osim moz-
da pod 3) rijesiti. Zato ¢emo taj dio zadatka rijesi-
ti na viSe nacina.

Podzadatak 1) — prvi nacin

Uvedimo pravokutni koordiwatni sustav s ishodi-
Stem u polovistu duzine AB i da os apscisa sa-
drzi tu duzinu. Koordinate zadanih tocaka su

A (—%,0) i B(%,O). Koordinate vrha C oznac¢imo
C(x, y). Prema zadanim uvjetima je
o=<LCAB=2p=24ABC.

Isto tako vrijedi |C\4| = x + % |C.B| = % - X
Odavde je

y 2y y 2y
tgB=1T—=7"52 g2 =7T"—=7"5=.
B I T ® B Iy T

2t
Koristimo formulu tg 28 = ] figz B odakle je
4y
- 4y(1 - 2x)
o 1 —-2x _ v
tg2p = a7 (1-2xp 4
T -2x2
Izjednadimo li izraze za tg 23, dobit éemo
4y(1-2x) 2y 2(1-2x) 1

247 T+2v Yo -47 Tix 0

Zay = 0, trokut degenerira u duzinu. lako formal-
no vrijedi o, = 2f = 0, uzimamo y # 0.

20-29) g
(1-2x—-4* 1+2x
1 —4x +4x* —4y* =2(1 — 4x?),

Zato je =0,

_ a1
12x* —4x—4y*=1,3x> —x y2—4,

Iz ove jednadZbe oc¢itamo da je trazeni skup I" hi-

perbola sa sredistem u toc¢ki S (%, 0) i duljina po-

1

R R . . .
luosiju a b 73 Odredimo polozaj zadanih

§1
toCaka A i B prema hiperboli. Za linearni ekscen-
tricitet hiperbole vrijedi ¢ = @ + b = 1 + 4 =,
e= % Apscise Zarista su % + % =1+ % odakle je
F, (%, 0), F, (%, 0). Tjemena hiperbole imaju ap-
scisex ta = % + % :%. Zato su tiemena u to¢-
1 _1

kama (f’ 0), ( 6 O).

Zakljucak: Nadena jednadzba predocuje hiperbo-
lu kojoj je realna os pravac 4B, pri emu je tocka
A jedno zariste i tocka B jedno tjeme hiperbole. Iz
geometrijskih razloga skup I'" je samo jedna gra-

na hiperbole i to lijeva.

Podzadatak 1) — drugi nacin

Uvedimo isti koordinatni sustav kao u prethod-

nom postupku, to jest: 4 (—%, 0), B (%, 0),

Clx, y).
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matematika na maturi

Simetrala kuta CAB sijeCe os ordinatu u tocki
D. Trokut ABD je jednakokracan. Oznacimo
IBDI =p, IDCl =g, tojestp + ¢ =IBCl=a.lIsto
je tako (zadano) |AB| = ¢ = 1. Kut ADC je vanijski
kut trokuta ABD, zbog ¢ega je L ADC = 2p. Vidi-
mo da su trokuti ABC i DAC sli¢ni, zbog ¢ega je
2
b:g=a:b, odaklejeq = %. Prema poucku o si-
metrali unutarnjeg kuta trokuta vrijedig : p = b : ¢,
odakleje (g +p):q=b+tc):b, a:q={b+c): b,

- Usporedivanjem izraza za ¢, dobije-

= baf , il a* = b* + bc. U ovom slucaju
je a®> = b*+b. Dalje je a*> = |BCI* = (x - —) +7
B> =14CF =[x + ) + 7 $to daje

e gf o=l e 3] o0m x5 4
—2x = (x+1)+y 4P =x +x++ R

3-x—)y =7

Ovu jednadzbu dobili smo i u prvom nacinu rje-
Savanja, odakle slijede i isti zaklju¢ci. Napome-

na: Iz jednadzbe —2x = (x + %)2 + y? u kojoj
je desna strana pozitivna zakljuCujemo da je
x < 0. To znaci da je skup I'" samo jedna grana
hiperbole i to ona kojoj je (kako smo ve¢ nasli)
zariste 4.

Podzadatak 1) — trec¢i nacin

Zadatak ¢emo rijesiti pomocu kompleksnih bro-
jeva. Zato je pogodnije odabrati koordinatni su-
stav, kao na slici, to jest koordinate tocaka su:
A=0(0,0),B(1,0), C(x, ). Neka je D tocka na
stranici BC, tako da njena ortogonalna projekcija
na os apscisu bude poloviste duzine AB, to jest

t

4 [
A=0 D, B x

1

D ) % ) Tocki D pridruzen je komplek-
san brOJZ % ti, te R\ {0}.

Koristimo sljedece svojstvo kompleksnih brojeva:
argument kvadrata kompleksnog broja jednak je
dvostrukom argumentu tog broja, $to se moze za-
pisati arg(z?) = 2arg(z); z € C.

Zbog toga ¢e slika broja z3 biti tocka pravca AC.
Vrijedi z4 = % — £ + ti. Zato svaka toCka pravca

AC ima koordinate x = }»(% - tz), y =M Le R
Odavde je

Yyt
X1 5" O
7 -t
Jednadzba pravca BD glasiy = il (x — 1), oda-

2

klejet = Z(Iy—ﬂc) Sto uvrsteno u (1) daje

_y
y 2(1—x) y 2y(1 —x)
X X

> =

=275

l_y—
47412

Ve¢ smo utvrdili da je y # 0, zbog ¢ega je
(1 =xP=»*=2x(1 —x),3x2 —4x —?*+1=0.
PokaZimo da ova jednadZba predocuije istu krivu-
lju kao u dva prethodna nacina. Pomakom duz osi
xza-—sy, dobivena jednadzba prelazi u
(x+2f—4lx+1)-r2+1=0
2 2) 7Y ’
3+ 3x+y—4x-2-)y"+1=0,
32 —x—y*= %,
Sto je ve¢ dobivena jednadzba.

Podzadatak 2)

Utvrdili smo sto je skup T, to jest da se radi o hi-
perboli. Takoder smo naveli sve karakteristike i
nacrtali graf hiperbole. Zato je ovaj dio zadatka u
potpunosti rijesen.
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Podzadatak 3)

Ovdje moramo biti oprezni pri izboru metode. Po-
kusamo li to analitickom metodom, dobit ¢emo
veoma slozen racun koji je teSko dovesti do kra-
ja. Zadatak ¢emo rijesiti trigonometrijskom meto-
dom.

Treba odrediti B tako da izraz ¥ = v2 + v} bude
najvec¢i moguc. Vrijedi:
v, = csinf, v,= csin2f.
Odavde je (¢ = 1):
V = sin’f + sin?23 = sinP + 4 sin’P cos?P
= sin?P + 4sin’P (1 — sin?P) = —4sin*P + 5sin’P
= —4(sin4B - %sinzB) =—4 [(sinZB - %)2— %
= —4(sinZB - %)2 + %2
Odavde zakljuéujemo da je najveca vrijednost
promatranog izraza jednaka % za sin®p} = % to

jest za sinfd = % (jer je P Siljasti kut), odnosno
zaP=52°14"

Podzadatak 4)
Ako je B = 36° tada je a0 = 2 - 36° = 72°
vy = 180° — (o + PB) = 180° — 108°= 72°. Vidimo

da je trokut ABC jednakokra¢an. Zato se visina i
b

simetrala kuta iz vrha B podudaraju. 1z sin 18° = %

slijedi zbog ¢ = 1, b =2 sin 18° Problem se svo-
di na izraCun sinusa kuta od 18°. Oznacimo li x =
18°, imamo 5x = 90°, 3x = — 90° — 2x, odakle je:
sin 3x = cos 2x, sin (2x + X) = cos 2x,

sin 2x cos x + cos 2x sin x = cos 2x,

2 sin x cos’x + cos 2x (sinx — 1) =0,

2 sin x (1-sin?x) + (12 sin%x) - (sinx — 1) =0,

(I =sinx) [2sinx (1 +sinx) — (1 =2 sin*x)] = 0.
Bududi da je 0 <sinx = sin 18° < 1, slijedi da je
2sinx+2sin’x — 1+ 2sin’x=0

4sin’x+2sinx—1=0

2£V4+16 —2+2V5 —-1x+V5
8 B 8 7\/_ 4 '

to jest, zbog sin x > 0, sin x = %. Konacno

je b =2 sin 18°, =L 1o jest l4ci= -1

Time je zadatak rijesen u potpunosti.

sin x =

Na kraju, umjesto zakljucka, nekoliko pitanja. Ci-
tatelju se prepusta da na temelju vlastitih odgovo-
ra donese zakljucke.

* Ovaj zadatak je samo maniji dio jednog pisanog
ispita na maturi u ltaliji. Kakav bi uspjeh postigli
nasSi ucenici, i to samo oni iz matematicko-
prirodoslovnih gimnazija ako bi im cijeli ispit iz
matematike bio samo ovaj zadatak?

e Ima li u samom tekstu zadataka, kao i u
ponudenim rjeSenjima, sadrzaja koji su izvan
okvira srednjoskolskog programa iz matema-
tike (na primjer za op¢e gimnazije) u Hrvatskoj?

Pretpostavljam da znam kako ste (barem vecina)
odgovorili na ova dva pitanja. Kako uskladiti ta
dva vasa odgovora?

Je li nesto trulo u drzavi Danskoj? Na ovo pita-
nje sam odgovaram: Nije! Vidio sam i zadatke s
mature u Danskoj.

ZavrSavam jednom vlastitom mislju kojom sam
Cesto odgovarao na uceni¢ke primjedbe da je
neki ispit bio “tezak” “U matematici nema tes-
kih stvari. Postoje one koje znamo i one koje ne
znamo. One koje ne znamo proglasujemo teski-
ma.” Kada ovo ne bude “tes$ko”, moci éemo s po-
nosom, ne samo reci, nego i s razlogom zapje-
vati maturantsku himnu GAUDEAMUS IGITUR...
(Radujmo se dakle...)
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