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zanimljiva matematika

Dijeljenje polinoma

| Fibonaccijevi brojevi

Jens Carstensen,
Alija Muminagi¢, Danska

U ovom &lanku prikazujemo, kako na jedan ne ba$ uobicajen nacin, dokazujemo neka svojstva

Fibonaccijevog niza (F).

Podijelimo x7 : (x*—x — 1). Imamo

X (P-x-1D)=x+x*+ 2 +3x2+5x + 8
— (X7 —x°—x%)
e
—(x¢—x>—x%)
2x° + x*
—(2x° = 2x* = 2x%)
3xt 4+ 243
—(3x* = 3x3 - 3x?)
5x3 + 3x7
—(5x3-5x>-5x)
8x% + 5x
—(8x2—8x-18)
13x + 8

Dakle

Xo@=x-D=0-x¥+1-x*+2-x°
+3-x*+5-x+8) +13x +8.

Prisjetimo se:

Niz prirodnih brojeva 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13... nam je
poznat. Clanove ovog niza zovemo Fibonaccijevi
brojevi, a n-ti Clan niza oznaCavamo s F',. Ovaj niz
je u potpunosti odreden rekurzivhom relacijom

Fn+2 = Fn+1 + Fn (1)

i pocetnim uvjetima F, =1, F,= 1.

Nakon prisje¢anja, shvatimo da vrijedi

Y= —x =) (Fx 2+ Fx? + Fxrt 4
+tF x+F )+Fx+F . 2

Lako pokazujemo da je (2) to¢no. Mnozenjem i
primjenjujuci (1).

broj 45 / godina 9. / 2008.



Primjer 1.

Dokazite da je
F+F+.+F=F -1

Rjesenje:

Uvrstimo u (2) x = 1. Slijedi

I"1-1-1)F,+F,+..+F )+F,
tF -1 F +F,+. +F
=F +F —le(bog F +F =F_)

F +F,+..+F =F _ —1& (nakondodavanja
F naobje strane)

F+F,+.+F +F =F +F  —1& (zbog
Fn * n+l :Fn+2)

F +F,+.+F=F -1
Primjer 2.
Dokazite da je
F  -F _  —F,=(-1) (Cassinijev identitet).
Rjesenje:

Opet se prisjetimo: karakteristicna jednadzba
rekurzivne relacije (1) je x>’ =x+1 x> —x -1

=0 CcijasurjeSenja x, =¢=# ix,=1-¢
_ 1-45 . . .
= —5 . Broj ¢ se naziva omjer zlatnog veza.
Uvrstimo liu (2) x = ¢, dobivamo
O"=0F +F (©)
auvrstavanjem x=1-¢
A-9=1A-9F, +F,, )

MnoZenjem (3) i (4) dobivamo

O-0)'=0-0)F +oFF +(1-OFF,

5 (15 2)"_ (1+\G 15 2)
+Fﬁ—l‘:’(z‘(z)‘ 2‘(2)
Fﬁ + q)I;‘nl;‘n—l +Fnanl _q)FnFn—l +F”‘2*1 A
(=)' =-F+F (F,+F )& (-1)=-F

o 1+N5 (1445 1 N5 3
+F1‘Fn“(Jel‘Je 2 _( 2 ):5+7_5

_7=_ ll Fn+anl=Fn+l)'

Primjer 3.

Dokazite da je

F, . ,=F-F+F,

m+n-—1

F o mn=2 )

1
Rjesenje:
Uvrstimo liu (2) x =¢, dobivamo

¢"=0F +F _, iobitno

¢m = q) Fm + Fm—l l ¢m+" = q) Fm+n + Fmﬂz—l

ZbOg q)nﬁn — (qu)n je

q) Fm+n T Fm+n—1 = (q) Fm t Fm—l) (q) Fn t Fn—l)

= ¢2 Fm ’ Fn + ¢ Fm ’ anl + q) mean + mel ’ anl

(zbog ¢*=0+1)=@+ D F, F +0F -F

* ¢ En—l Fn + mel ’ anl And Fm+n71 + q) Fm+n
:¢Fm.Fn+Fm E1+¢Fan 1+¢Fm an
+ mel ’ anl = Fm+nfl * ¢ Fm+rl

= (Fm ) Fn + Fm ’ anl * mel ) Fn) q)

+F -F+F -F  (izbog ¢ jeiracionalan

broj), usporedivanjem koeficijenata slijedi

F, . =F-F+F F

m+n-1 1 n-1"

Poku$ajte dokazati da je:

L. F-F+tF—-.-F, +F =1+F

2
(uvrstiteu (2) daje x=—1 iuzmite daje
n =2k).

2. FZn = FrzHFn + Fn ’ anl
(uvrstiteu (5) m=n+1).

n+l

3. F, =F3, +F-F3 .
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