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zanimljiva matematika

broj 45 / godina 9. / 2008.

Podijelimo  x 7  : ( x 2  – x – 1). Imamo

     x 7  : ( x 2  – x – 1) =  x 5  +  x 4  + 2 x 3  + 3 x 2  + 5x + 8

  
– ( x 7  –  x 6  –  x 5 )

 
___________ 

      x 6  +  x 5 
  

        
– ( x 6  –  x 5  –  x 4 )

 
___________ 

2 x 5  +  x 4 
  

         
– (2 x 5  – 2 x 4  – 2 x 3 )

  
_____________ 

3 x 4  + 2 x 3 
  

            
– (3 x 4  – 3 x 3  – 3 x 2 )

  
_____________

 
5 x 3  + 3 x 2 

  

               
–(5 x 3 –5 x 2 –5x)

 
___________ 

8 x 2  + 5x
  

               
– (8 x 2  – 8x – 8)

  
____________ 

13x + 8
  .

Dakle

 x 7  : ( x 2  – x – 1) = (1 ·  x 5  + 1 ·  x 4  + 2 ·  x 3  

                        + 3 ·  x 2  + 5 · x + 8) + 13x + 8.

Prisjetimo se:

Niz prirodnih brojeva 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13... nam je 

poznat. Članove ovog niza zovemo Fibonaccijevi 

brojevi, a n-ti Ālan niza oznaĀavamo s  F 
n
 . Ovaj niz 

je u potpunosti odreāen rekurzivnom relacijom

                           F 
n+2 

 =  F 
n+1

  +  F 
n
  (1)

i poĀetnim uvjetima   F 
1
  = 1,  F 

2 
 = 1.

Nakon prisjećanja, shvatimo da vrijedi

 x n  = ( x 2  – x – 1) · ( F 
1
  x n–2  +  F 

2
  x n–3  +  F 

3
  x n–4  + ... 

    +  F 
n–2

 x +  F 
n–1

 ) +  F 
n
 x +  F 

n–1
 . (2)

Lako pokazujemo da je (2) toĀno. Množenjem i 

primjenjujući (1).

Dijeljenje polinoma
i Fibonaccijevi brojevi

Jens Carstensen,
Alija Muminagić, Danska

U ovom Ālanku prikazujemo, kako na jedan ne baš uobiĀajen naĀin, dokazujemo neka svojstva 
Fibonaccijevog niza ( F 

n
 ). 
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Primjer 1.

Dokažite da je

 F 
1
  +  F 

2
  + ... +  F 

n
  =  F 

n+2
  – 1.

Rješenje:

Uvrstimo u (2) x = 1. Slijedi

 1 n (1 – 1 – 1)( F 
1
  +  F 

2
  + ... +  F 

n–1
 ) +  F 

n
  

+ F 
n
  – 1 ⇔  F 

1
  +  F 

2
  + ... +  F 

n–1
  

=  F 
n
  +  F 

n–1
  – 1 ⇔ (zbog   F 

n
  +  F 

n–1
  =  F 

n+1
 ) 

F 
1
  +  F 

2
  + ... +  F 

n–1
  =     F 

n+1
  – 1 ⇔ (nakon dodavanja   

F 
n
  na obje strane)

 F 
1
  +  F 

2
  + ... +  F 

n–1
  +  F 

n
  =  F 

n
  +  F 

n+1
  – 1 ⇔ (zbog   

F 
n
  +  F 

n+1
  =  F 

n+2
 )  

F 
1
  +  F 

2
  + ... +  F 

n
     =     F 

n+2
  – 1.

Primjer 2.

Dokažite da je

 F 
n–1

  ·        F 
n+1

  –  F  
n
  2  =  ( – 1) n   (Cassinijev identitet).

Rješenje:

Opet se prisjetimo: karakteristiĀna jednadžba 

rekurzivne relacije (1) je   x 2  = x + 1 ⇔  x 2  – x – 1 

= 0  Āija su rješenja   x 
1
  = φ =   

1 +  √
__

 5  
 

______ 
2
    i   x 

2
  = 1 – φ 

=    1 –  √
__

 5  
 

______ 
2
   . Broj φ se naziva omjer zlatnog veza. 

Uvrstimo li u (2)  x = φ,  dobivamo

                           φ n  = φ  F 
n
  +  F 

n–1
  (3)

a uvrštavanjem  x = 1 – φ

                   (1 – φ) n  = (1 – φ)  F 
n
  +  F 

n–1
  (4)

Množenjem (3) i (4) dobivamo

 (φ –  φ 2 ) 
n
  = (φ –  φ 2 )  F  

n
  2  + φ  F 

n
  F 

n–1
  + (1 – φ)  F 

n 
  F 

n–1
  

+  F  
n–1  
2
   ⇔   (   1+ √

__

 5  
 

_____ 
2
   –   (   1+ √

__

 5  
 

_____ 
2
   )  2  )  n  =  (   1+ √

__

 5  
 

_____ 
2
   –   (   1– √

__

 5  
 

_____ 
2
   )  2  ) 

  F  
n
  2  + φ  F 

n
   F 

n–1
  +  F 

n
   F 

n–1
  – φ  F 

n
   F 

n–1
  +  F 

n–1  
 2
   ⇔  

( – 1) n  = –  F 
n
  2  +  F 

n–1
 ( F 

n
  +  F 

n–1
 ) ⇔  ( – 1) n  = –  F 

n
   2  

+  F 
n–1

 ·  F 
n+1

  (jer je    
1 +  √

__

 5  
 

______ 
2
   –   (   1 +  √

__

 5  
 

_____ 
2
   )  2 =   

1
 

__ 
2
   +   

 √
__

 5  
 

___ 
2
   –   

3
 

__ 
2 

  

–   
 √

__

 5  
 

___ 
2
   = – 1 i   F 

n
  +  F 

n–1
  =  F 

n+1
 ).

Primjer 3.

Dokažite da je 

 F 
m + n – 1

  =  F 
m 

 ·  F 
n
  +  F 

m–1
  ·  F 

n–1
 , m, n ≥ 2            (5)

Rješenje:

Uvrstimo li u (2)  x = φ,  dobivamo

 φ n  = φ F 
n
  +  F 

n–1
   i obiĀno

 φ m  = φ   F 
m
  +  F 

m–1
  i  φ m+n  = φ  F 

m+n
  +  F 

m+n–1
 

zbog   φ m+n  =  φ m · φ n   je

φ  F 
m+n

  +  F 
m+n–1

  = (φ  F 
m
  +  F 

m–1
 ) (φ  F 

n
  +  F 

n–1
 )

=  φ 2   F 
m 

 ·  F 
n
  + φ  F 

m
  ·  F 

n–1
  + φ  F 

m–1
  F 

n
  +  F 

m–1
  ·  F 

n–1
 

(zbog   φ 2  = φ + 1) = (φ + 1)  F 
m 

 ·  F 
n
  + φ F 

m
  ·  F 

n–1
  

+ φ  F 
m–1

   F 
n
  +  F 

m–1
  ·  F 

n–1
  ⇔  F 

m+n–1
  + φ  F 

m+n
 

= φ  F 
m
  ·  F 

n 
 +  F 

m
  ·  F 

n
  + φ  F 

m
  ·  F 

n–1
  + φ  F 

m–1
   F 

n
  

+  F 
m–1

  ·  F 
n–1

  ⇔  F 
m+n–1

  + φ  F 
m+n

 

= ( F 
m
  ·  F 

n
  +  F 

m
  ·  F 

n–1
  +  F 

m–1
  ·  F 

n
 ) φ 

+  F 
m
  ·  F 

n 
 +  F 

m–1
  ·  F 

n–1
  (i zbog  φ  je iracionalan 

broj), usporeāivanjem koeficijenata slijedi

 F 
m+n–1

  =  F 
m 

 ·  F 
n
  +  F 

m–1
  ·  F 

n–1
 .

Pokušajte dokazati da je:

1.  F 
1
  –  F 

2
  +  F 

3
  – ... –  F 

2k–2
  +  F 

2k–1
  = 1 +  F 

2k–2
 

 (uvrstite u (2) da je  x = – 1  i uzmite da je

n = 2k).

2.  F 
2n

  =  F 
n+1

  F 
n
  +  F 

n
  ·  F 

n–1
 

 (uvrstite u (5)  m = n + 1).

3.  F 
3n

  =  F  
n+1  
3
   +  F  

n
  3  –  F 

 n–1  
 3
  .
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