Jedan zanimljiv zadatak

Mirjana Mustra, Zagreb

Na Drzavnom natjecanju mladih matematiCara
odrzanom na Krku u svibnju 2007. u sedmom je
razredu zadan sljedec¢i zadatak:

Duljina kraka jednakokracnog trokuta dvostruko je
veéa od duljine osnovice. Izracunaj polumjer tom
trokutu upisane kruZnice ako je duljina visine na
osnovicu 4 cm.

Stru¢no povjerenstvo ocekivalo je da ¢e natjeca-
telji vrlo uspjesno rijesiti zadatak. Medutim, ispo-
stavilo se da je taj zadatak bio odlu€ujuci u rangi-
ranju natjecatelja pri vrhu ljestvice. Naime, od 43
ucenika koiji su pristupili natjecanju, samo je Sesto-
ro u potpunosti rijesilo zadatak (10 bodova), dvoji-
ca su imali ideju koja ih je mogla dovesti do to¢nog
rieSenja, ali su napravili gre$ke u raCunanju (8 i 6
bodova). Petoro ucenika je imalo dobru pocetnu

ideju, medutim nisu je uspjesno razradili do kraja.
Vecina preostalih u€enika su za skicu dobili po 1 ili
2 boda. Natjecatelji su na tom zadatku osvojili 115
bodova (od 430 mogucih) to iznosi 26.74 %.

Povjerenstvo je predvidjelo sljede¢i nacin rieSava-
nja zadatka i bilo je uvjerenja da ¢e vecéina u¢enika
na taj nacin rijeSiti zadatak.

1. rjeSenje: slicnost - prijedlog stru¢nog povje-
renstva (nijedan uc¢enik nije rijesio zadatak na ovaj
nacinl!).

Neka je N noZiste visine iz vrha nasuprot osnovici
jednakokraénog trokuta ABC, a S srediste troku-
tu upisane kruznice. ToCka D je noziste okomice iz
togke S na krak AC trokuta. Jasno je da je ISD|=
|SN|=r. Ako je duljina visine izvrha 4 |AN|=4 cm,
lako je zakljuciti da je |4S|=4-r.
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A Trokut ANC je sli¢an tro-
kutu ADS (pravokutni tro-
kuti s jednim zajedni¢kim
kutom Kkoji nije pravi) pa vri-
jedi sljedeci razmier

INC| : |AC|= |SD| : 45|

2a 2a
D 0.5a:2a=r:@4-r)
r:@-r)=0.25
r=0.8 cm.
B N a2 €

Rjesenije je malo modificirano u odnosu na prijed-
log DrZzavnog povjerenstva. Pogledajmo kako su
sve djeca rjeSavala zadani problem.

2. rjeSenje: formula za povrsinu trokuta
(rijesSilo troje ucenika).

Iz sredista trokutu upisane kruznice spustene su
okomice na stranice trokuta ABC. Povucene su
spojnice vrhova trokuta sa srediStem trokutu upi-
sane kruznice: AS, BS i CS. Trokut ABC je podi-
jelien tim spojnicama na tri trokuta ABCS, ACAS i
A AABS. Slijedi:

P(AABC)=P(ABCS)+
P(ACAS)+P(AABS)

3. rjeSenje: poudak o simetrali kuta trokuta
(rijeSio jedan ucenik).

A Na AABN primijenimo
poucak o simetrali kuta
trokuta koiji glasi:

"Duljine aviju stranica u
trokutu u istom su omjeru

2a S kao i duljine odgovaraju-
¢ih odsjeCaka na koje si-
metrala kuta, Sto ga zatva-
raju te dvije stranice, dijeli
trecu stranicu.”
B 42 N Cc

Simetrala kuta ABN sije¢e visinu AN u todki S koja
je srediste trokutu upisane kruznice. Prema ozna-
kama sa skice vrijedi razmijer:

|4S] : |SN| =2a:0.5a =4
|AS| = 4 |SN|
4—r=4r
Sr=4
r=0.8cm.

4. rjeSenje: nadopuna i slicnost trokuta
(rieSavao jedan ucenik, ali je pogrijesio prilikom
radunanja omjera).

Nacrtana je simetrala kuta ABC koja sijeCe visi-
nu CN trokuta u todki S, a stranicu AC u togki F.
Vrhom trokuta 4 povucena je paralela s prije nacr-
tanom simetralom i produzena je visina trokuta CN.
Paralela i produzetak visine sijeku se u tocki D.

Promotrimo pravokutne trokute AANS i AAND.
Oni su sukladni jer je AN zajednika stranica,
JANS =XAND =90° INAD = I NBS = INAS
(kutovi uz presjecnicu).

Primijenimo poucak o simetrali kuta na trokut ABC
(kut ABC i njegova simetrala)! Jednostavno je za-
Kljucitida je |[AF| =x i |FC| = 2x.

Nadalje, uo¢imo da je trokut
CSF slican trokutu CDA. 1z
te sli¢nosti proizlazi omjer:

ICS| : |CD| = |CF] : |CA.

2x

Dalje nakon uvrstavanja sli-
jedi:
@-r): (@4+r) = (2x) : 3x)
3@4-r)=2@+r)
7=0.8 cm.

F

N
,
D

5. rjeSenje: slicnost trokuta

(rijeSio jedan ucenik).

Sredistem trokutu upisane kruznice S povucena je
paralela s osnovicom trokuta koja sijece krak tro-
kuta AC u to¢ki F. Znadi: SF||BC, SF L AN. Uo-
¢imo slicne pravokutne trokute AANC i ASDF
(X FSD i < NAC su kutovi s okomitim kracima,
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ISFD i ANCA su kutovi uz presjecnicu). 1z te slic-
nosti slijedi omjer:
|SD| : |AN| = |SF| : |AC|

r:4=y:(Qa)

A

4y =2ar = y=05ar
Takoder, trokuti AASF i
AANC su sli¢ni §to je odi-
to. Slijedi omjer:
|AS] : |[AN| = |SF| : INC|
@4-r):4=y:(0.5q)
(0.5a) 4 —r)=4y

r=0.8 cm.

6. rjesenje (rijesio jedan ucenik).

Pocetna skica prilikom ovog nacina rieSavanja sli¢-
na je skici iz prethodnog primjera uz mali doda-
tak.

ProucGavajuc¢i pravokutni trapez NCFS lako se uo-
¢ida je |ANCS| = [ CSF| = |XSCF| iz ega sli-
jedi zaklju¢ak da je trokut CSF jednakokrac¢an, od-
nosno |SF| = |FC| = y.

Takoder, A ASF~ A ANC pa slijedi omjer
|SF| : INC| = |AF] : |AC)|
y:(0.5a) = |AF| : a)

A

pa je jasno da je |[AF| = 4y.
Vrijedi i sliede¢i omjer
|AS| : |JAN| = |AF| : |AC|
x:4=4y): (5
5x =16
x=32cm
r=4-32=0.8cm.

* Kk

Zgodno je prikazati jos jedan nadin rieSavanja zadat-
ka prilikom kojeg je natjecateljica pokazala da razu-
mije ovaj dio matematike, ali i snalazljivost. Nacrtala
je skicu sa svim elementima potrebnim za pravil-
no zakljucivanje, konstruirala je trokut, konstrukciju
obrazloZila, ali je duljinu polumjera dobila mjere-
njem (a ne rac¢unanjem kako piSe u zadatku).

7. rjeSenje.

Nacrta se duzina AN duljine
4 cm. U tocki N konstruira se
okomica na tu duzinu. Zatim
se konstruira trokut NTE ta-
ko da je stranica NE duljine
0.5 cm, a stranica ET mora T
biti prema uvjetima zadatka
4 puta dulja tj. 2 cm. Laga-
no je sada konstruirati trokut S
ABN prenoSenjem vrha kuta
NTE u tocku A4 i produljiva-
njem duzine NE. Slijedi kon-
strukcija simetrale kuta AABN s vrhom u tocki B,
dobiva se srediste upisane kruznice S i mjeri polu-
mijer upisane kruznice » = 0.8 cm!

B E 05em )

* Kk

Pokusajmo sada poop¢iti zadatak, odnosno poku-
Sajmo odrediti pravilo po kojem bi se moglo dodi
do rjeSenja u op¢enitom sluc¢aju. Tada bi zadatak
glasio ovako:

Duljina kraka jednakokracnog trokuta n (n € N)
puta je veca od duljine osnovice. Izracunaj polu-
mjer tom trokutu upisane kruZnice ako je duljina vi-
sine na osnovicu m (m > 0) cm.

Uogavamo sli¢ne trokute AASD i AANC (vidjeti
skicu iz 1. predloZzenog rieSenja). Slijedi razmijer:

INC| : |AC| = |AN)| : |AS]
0.5a:na=r:(m-r)
7+ na=0.5a(m-r)
2r-n=m-r

r-@n+1)=m
_ m
"Toan 1

* k%

Na ovom jednostavnom zadatku imali smo opet
priliku uvjeriti se u ljepotu, vrijednost i raznolikost
matematike, ali i u korist od natjecanja iz matema-
tike na kojima i u¢enici i ucitelji stalno stje€u nova
iskustva i novi poticaj za rad. Koji ucitelj nece osje-
titi posebno odusevljenje kad vidi na koliko su ra-
zligitih nacina natjecatelji dosli do rieSenja zadat-
ka?
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U Zrakoplovnoj tehnickoj Skoli Rudolfa Peresina u Velikoj Gorici, 12. prosinca 2007. godine, odrza-
no je drugo podru¢no natjecanije u rie§avanju matematic¢kin mozgalica SUDOKU. Sudjelovalo je 50
ucenika iz 9 Skola. (Na prvom natjecanju sudjelovao je 21 ucenik iz 5 $kola.)

Ravnateljica, DraZzenka Kovacevi¢, organizirala je prijevoz u¢enika do same $kole i do¢ekala nas s

kolac¢ima i rije¢ima dobrodoslice.

U 11 sati i 10 minuta zapocelo je natjecanije i trajalo je 90
minuta. Ucenici su rieSavali tri sudoku slagalice: squiggly:
srednje razine, obi€nu: teZze razine i samuraj sudoku:
srednje razine (zadatak pogledajte na 144. stranici). Natje-
canje je proslo u redu, bez problema i prituzbi.

Nakon natjecateljskog dijela, predviden je obilazak zrac-
ne luke, ali zbog vremenskih uvjeta to se, nazalost, nije
dogodilo. U¢enicima je ponudeno koristenje informaticke
ucionice ili gledanje stand-up komicara. Za to vrijeme su
mentori, profesori u pratnji uenika, ispravljali rijesene za-
datke.

Poslije obveznog dijela posluzen nam je kvalitetan i obi-
lan ru¢ak. Nakon ru¢ka su objavljeni nesluzbeni rezultati,
na koje nije bilo Zalbi, tako da je oko 15 sati bilo proglase-
nje pobjednika.

217 5
3 716
911 8 3|2
6
8 913]5 6
719
419 9 811
311 9
8 114

Squiggly sudoku — srednja razina

Zla mozgalica

Ravnateljica je svim natjecateljima predala pohvalnice, a
pobjednicima nagrade i priznanja. Naravno nije zaboravi-
la ni mentore, koji su uz zahvalnice dobili i lijepe prigodne
poklone. Pobjednica natjecanja je lvana Dobreni¢, u€enica
Tehnicke Skole ,Ruder Boskovi¢", koja je osvojila svih 130
bodova, a na drugom miestu je Simun Canié, uéenik XIII.
gimnazije, s 97 bodova. Tre¢e mjesto pripalo Andreju Kna-
picu, uceniku Zrakoplovne tehni¢ke Skole Rudolfa Peresi-

7 8
8 6
5 9 6
5 1 8
3 2 7
2 4 9
1 6 8 na, s 94 boda.
6 2
4 5

Novost je, na drugom podru¢nom natjecanju, da su se na-
tiecanju pridruiili i ucenici (koji nisu iz Zagreba) Srednje sko-
le “lvan Svear” iz lvani¢ Grada i Srednje Skole Dugo Selo.

Zahvaljuju¢i grupi entuzijasta i zaljubljenika u rieSavanje sudoku slagalica, ovo ¢e se natjecanje na-
staviti i idu¢e ¢e godine biti odrzano u XIII. gimnaziji u Zagrebu. S obzirom da je vremenik natjeca-
nja natrpan upravo u sije¢nju, natjecanje ¢e se vjerojatno odrzati u studenom.

Nadamo se da ¢e nam se iduce godine pridruziti i u€enici osnovnih Skola.

Snjezana Sigi¢, Zagreb
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