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Formulu za odredivanje udaljenosti tocke T'(x¢,
vo) odpravca p ... Ax+By+C = Oiravnine
R ... Ax+By+ Cz+ D = 0 dobivamo lako i
elegantno koriste¢i metode vektorske algebre,
tj. predoCavajuéi pravce i ravnine u vektors-
kom obliku '. Posto se to u nasim srednjim
Skolama ne obraduje, uglavnom se te formu-
le odreduju svodedi jednadZbu pravca na nor-
malni oblik. VrSi se analiza je li tocka T s
iste strane pravca p gdje je koordinatni poce-
tak ili pak s druge. Tako se dobije formula za
udaljenost tocke od pravca, koja se izvodi u
srednjim Skolama. Ona glasi:

_ |Axo + Byo + C|

e W

d =T, p|

U ovome ¢emo clanku izloZiti jedan nacin
izvodenja ovih formula bez obzira na polo-
7aj tocke T u odnosu na pravac p. Znamo da
se u ravnini kruZnica i pravac mogu sjeci u
jednoj ili dvije tocke, ili se pak ne sijeku. Ako
kruZnica ima jednu zajednic¢ku tocku s prav-
cem, polumjer kruga je istovremeno i udalje-
nost srediSta kruga od pravca. Na ovome se
temelji nasa metoda odredivanja udaljenosti
tocke od pravca i ravnine. Tocka T je srediSte
kruZnice, a pravac p tangenta na kruZnicu.

! JednadZba pravca kroz tocku u vektorskom obliku glasi: 7= 7| + td, gdje je
rvektor poloZzaja proizvoljne tocke M pravca p koji prolazi to¢kom M| i paralelan

je vektoru d@ # 0. Vektor 7} je vektor polozaja tocke M, a t je skalar koji zavisi

od polozaja tocke M na pravcu p.

Jednadzba ¥ = 7] + td se lako dokazuje promatrajuci sliku. Naime, posto

. — . - . .. . — - . ‘g .
su vektori MM i d kolinearni, imamo da je M;M = td. Sa slike vidimo da je

— — —
OM = OM| + MM, §to je dana vektorska jednadZba pravca.
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T=T(x,,,) k
P=P(x,y)

Neka je
koo (x=x0)+ G -y)=r (2

jednadzba kruznice sa srediStem u tocki T'(xo,
vo) polumjera r, koji éemo naknadno odrediti
tako da kruznica ima toc¢no jednu zajednicku
tocku T s pravcem p. Jednadzbu (2) moZemo
zapisati u obliku:

A(x —x0) + B(y —yo) +Axo + Byo+ C = 0.
(3)
Radi jednostavnijeg pisanja, uvedimo supsti-
tucije:
X—Xo=u
y—Yo=v (4)
Axo+ Byo+C=k

Stavljajuci ove supstitucije u (2) i (3), dobije-
mo sustav:
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w +v? = r?

Au+Bv+k=0 (5)
Axo+ Byo+C =k
Koeficijenti A i B ne mogu istovremeno biti
jednaki nuli, pa moZemo ne umanjujuci opce-
nitost uzeti da je A # 0. Iz prve dvije relacije
sustava (5) dobijemo:

k + By)?
(":42)’) +P =2

Sto sredeno po v daje:
(A% + B*)v? 4 2Bkv + (k* — A*/*) = 0. (6)

Posto pravac p dodiruje kruznicu k u tocki P,
diskriminanta kvadratne jednadzbe (6) mora
biti jednaka nuli, pa imamo:

KB — (A2 +BY)(K* —A*?)=0. (7)

RjeSavanjem ove jednadzbe po r dobijemo tra-
Zeni obrazac za udaljenost tocke od pravca, a
rjeSavanjem jednadZzbe (6) dobijemo koordi-
nate diralista P pravca i kruznice *.

k Axg+ Byg+ C
r = =
+VA2 + B2 +VA? + B2
_ |Axo + Byo + C|

N/ ®)

. . _ kA B
A =X = AZi B2 1y —Yyo = AZiB?

Za pravac p u prostoru ¢ije su jednadzbe zada-
ne u parametarskom obliku * imat éemo jed-
nadZbe sfere

u=x—xog=a + bt
vV=y—yo=a+ by 9)

w=2z—20=a3+ b3t

u tocki T(X(), Y0, ZO).
w42 +wr—rr =0, (10)
gdje je r polumjer sfere, tj. traZena udaljenost

d. Rjesavanjem sustava (9) i (10), dobijemo:

(a1+b12)* +(ay+bot)* + (a3 +b3t)* —r* = 0
(11)
i sredivanjem po ¢ izlazi:
(b3 4 b3 + b3)1* + 2(a1by + azby + azbs)t
+ai+ad3+di—r*=0.
Stavljajuci da je diskriminanta jednaka nuli i
sredivanjem izraza, dobije se:
2 _ (@+a+a3)(bi+b3+03)—(a1b+azby+asbs)’
b}+b3+b3
_ (mb3—a3by)*+(ashy—arb3)*+(a1by—azby)*
b3+b3+b3

)

3 Oznacimo koordinate tocke M s (xy, y1, z1), koordinate vektora @ # 0s (a1, a2, a3), a tekuce koordinate tocke M s (x, y, z).
Tada iz vektorske jednadzbe pravca i = | + td koji je paralelan vektoru d i prolazi tokom M, dobijemo jednadZbu:

ATy + 2k =x1 T+ yj+ 2k + H(a T+ asj + a3E).
Ova vektorska jednadzba je ekvivalentna sa sustavom od tri skalarne jednadzbe:

X =X +tay

y=y1tta

z=2] ttasz

Kada parametar ¢ uzima sve moguce realne vrijednosti, ove skalarne jednadzbe daju koordinate (x, y, z) svih tofaka pravca p.
* Vektorska jednadzba ravnine glasi: 7- iip — p = 0, gdje je F vektor
polozaja tocke M ravnine koja je na udaljenosti p od koordinatnog po- 0]

Getka i okomita je na jedini¢ni vektor 7.

—
Posto su vektori 7y i PM okomiti, imamo da je skalarni produkt - —

ﬁl - g = 0 Iz trokuta OPM nalazimo:
—_— — —
PM=0OM—OP =F—p-ii,

—
jer su vektori OP i i kolinearni i istog smjera. Sada je:
(7 = pig) o,

a poslije skalarnog mnoZenja i koriStenja ¢injenice da je 71y - iip = 1,

imamo:
P ﬁo —p= 0.

Matematika i skola



ili radi lakSeg pamcenja napisano pomocu de-
terminanti:

a a a as as  ap
bl b2 b2 b3 b3 bl
r=
b} + b3 + b3
(12)

¢ini formulu za udaljenost tocke od pravca za-
danog u parametarskom obliku.

Slijede¢i ovu metodu, odredimo udaljenost

tocke T odravnine R ... Ax+By+Cz+D =

0. * Analogno, moZzemo ne umanjujuéi op-

¢enitost opet pretpostaviti da je A # 0 i dalje

imamo:

Jednadzba sfere sa srediStem u tocki 7'(xo, yo,

20) je:

S.. (x=x0)*+(y—y0) +(z—20)* =17 =0,
(13)

a ravnine

R...Ax+By+Cz+D=0. (14)

S

T=T(xy, ¥y Zo)

P=P(x,y,z)
N

P
R

Radi jednostavnosti opet uvodimo supstituci-
jer X —Xxo=u,y—yo=V,2—20 = W.
JednadZbu ravnine ‘R napiSimo u obliku:

Ax+By+Cz+D

=A(x —x0) + A(y — yo) + Az — 20)

+ Axo+ Byo + Czo + D
=Au+Bv+Cw+k=0.
(15)
Iz (15) imamo
Bv+Cw+k
A

Unoseci to u jednadzbu sfere

u2+v2+w2:r2:0,
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dobije se izraz
(Bv + Cw + k)?
A2
Sredivanjem ovoga izraza po v, dobije se kva-
dratna jednadzba:
(A2 + B*)V* 4 2(Cw + k)Bv + (A + CH)w?
+2Cwk + k> — A** = 0.

+v2+w2:r2

(16)
Da bi ravnina ‘R sa sferom S imala jednu za-
jednicku tocku diskriminanta jednadzbe (16)
mora biti jednaka nuli, pa se opet dobije kva-
dratna jednadZba, ali po w:
(A2 4-B*4+-C*)w* +2Ckw+k* — (A*+B*)r*=0.
(17)
Iz istog razlogai diskriminanta jednadzbe (17)
mora biti jednaka nuli, $to daje uvjet:
C’I* — (A*+B*+C*)[K* — (A*+B%)r*] = 0,
odakle se napokon dobije formula za traZzenu
udaljenost. Slijedi:
2= K -
CAMB4C?
ili

(Axo+Byo+Czo+D)?
A4+ B4 C*

Axog+ Byo+ Czo+ D
r= . (18)
+VA? + B2 + C?

Zakljcak: Mislim da bi bilo zgodno ovu me-

todu — dosjetku za odredivanje udaljenosti

tocke od pravca ili ravnine, pokazati boljim

ucenicima na redovnim, ili pak izvannastav-

nim satima kako bi $to bolje uvidjeli ljepotu
analiticke geometrije i njezinih metoda.
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