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Prilog

0 specijalnim multinomnim ke€ficijentima

Hugo Birolla, Zagreb

1. Uvod

Pri potenciranju binoma (a + b)" sluzimo se
binomnim koeficijentima. Opcenito

(a+b)" = (g)a” + (’;)d“lb2
(1)
+(5)a 2 ()

Oni se mogu izracunati prema definiciji, a mo-
gu se generirati pomocu tablice koeficijenata,
tzv. Pascalovog trokuta. Shemu tog trokuta
mozemo prikazati ovako:

n= 0 1 2 3 4 5 6

=0 1 1 1 1 1 1 1

r=1 1 2 3 4 5 6

=2 1 3 46 10 15 ...
r=3 1 +4 >=10 20 ...
r=4 1 5 15 ...
r=5 1 6
r=6 1

Tablica 1. Binomni koeficijenti

Ocito je da je broj koeficijenata u pojedinom
stupcu jednak n 4 1, da je suma koeficijenata
u pojedinom stupcu potencija broja 2(= 2"),
kao i to da se binom (a + b) moZe pisati kao
a(1+ x), §to daje ideju za proSirenje na visec-
lani izraz.

2. ProSirenje

Izraz (1 + x) moZemo prosiriti na vise nacina,
aovdje e to biti u¢injeno dodavanjem ¢lanova
koji ¢ine geometrijski red, tj. kao

l+x+x>+... +x™

Pri potenciranju takvog specijalnog polinoma

(multinoma s p = m + 1 ¢lanova)

(I4+x+x2 4. ") = ["] + ["] X
P

0 1
P

—l—[n] -x2+...[n] cxm
2 mn
p P

2)
mogu se (analogno kao i pri potenciranju bino-
ma) koristiti tablice specijalnih multinomnih
koeficijenata, a moze se koristiti i definicijska
formula. Ti koeficijenti ¢e se u okviru ovoga
rada pisati (za razliku od binomnih koeficije-
nata) u uglatoj zagradi uz indeks koji oznacava
broj ¢lanova u geometrijskom redu. Binomni
koeficijenti tako imaju dvojaku oznaku

2w )

Tablice ovih koeficijenata za pojedine vrijed-
nosti veli¢ine p mogu se pisati na odgovarajuéi
nacin kao i kod binomnih koeficijenata. Poje-
dini se koeficijenti u r-tom retku dobivaju kao
suma od p koeficijenata iz predhodnog stupca
tablice — u recima s oznakom r —m, r —m—+1,

.., r. Naravno, broj koeficijenata u takvoj
sumi je u prvih m — 1 redaka manji, jer ne
postoji prethodnih m redaka!
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Broj koeficijenata (# 0) je u svakom stup-
cu jednak mn + 1, a suma n-tog stupca je
p" = (m+ 1)". U binomnom koeficijentu,
s oznakama n i r, r moZe poprimiti vrijedno-
sti od 0 do n, tj. n + 1 vrijednost (n, r € Z).
U odgovarajuéem multinomnom koeficijentu
r moze poprimiti vrijednosti od 0 do mn, dakle
mn + 1 vrijednost (n, r € Z).

Takoder je
mxn n
S H _ G)
r—0 p

Dva primjera tablica multinomnih koeficije-
nata navedena su u tockama 3. i 4.

Svakako da je izazov pronadi jednostavne iz-
raze koji bi vrijedili za koeficijente oblika

ARG

Isto tako traZi se i koeficijent koji bi obuhvatio
sve te koeficijente, tj. za bilo koje vrijednosti
za p, n i r —ukljucivo onu kad p = oo. Dakle

za
i .
r r
)4 o0
Izraz za prvi od ova Cetiri koeficijenta se nalazi
u sljedecoj to¢ki (o trinomnim koeficijentima)

kao formula (5), a posljednji je naveden u do-
datku kao formula (6).

3. Trinomni koeficijenti

ol

n 2 n 2n
+ |:2:|3)C +...+ [anx

odgovarajuéi ‘trokut’ trinomnih koeficijenata
izgleda ovako

Za trinom

(14 x+x?)
(4)

Prva su dva retka tablice indenti¢na recima u
tablici binomnih koeficijenata, a pojedini ko-
eficijent u r-tom retku jednak je sumi triju

MIi§  godina VL., br. 35, 2006.

=01 111 1 1 1 1 1 1

r=1 123 4 5 6 7 8-=9
r=2 1 3 6 10 15 21 28 36 45
r=3 2 7 16 30 50 77 112 ...
r=4 1—-6 19 45 90 161 ...

r=5 3 16 51—126 ...

r=6 1 10 45 141 ...

=] [P

Tablica 2. Trinomni koeficijenti

koeficijenata iz prethodnog stupca u recima
r—2,r—1ir.

Koeficijenti potrebni pri potenciranju trinoma
(14+x+ xz), njih 2n + 1, nalaze se u odgo-
varajéem n-tom stupcu tablice. Sume pojedi-
nih stupaca su nuzno potencije broja 3(= 3"),
m=2ap=3.

Svaki takav koeficijent moZe se izracunati i iz
sljedece relacije kao suma produkta u njoj na-
vedenih binomnih koeficijenata. Donja grani-
cacjelobrojnih vrijednosti za  je nula, a gornja

r r
T od INT(—).
2 odanosno 2

INT(4)

R GHIERNE

t=0

4. Koeficijentiza p = 4

Za cetveroclani izraz (1 +x+x2 +x)" odgo-
varaju¢i ‘trokut’ specijalnih multinomnih ko-
eficijenata izgleda ovako:

Pojedini koeficijent u r-tom retku jednak je su-
mi Cetiriju koeficijenata iz prethodnog stupca
urecimar—3,r—2,r— 11ir. Broj koeficije-
nata razlicitih od nule u pojedinom stupcu je
3n + 1, a sume pojedinih stupaca iznose 4".
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n= 01 2 3 4 5 6

i
=
=
=
-
-
-
=

1
1 42 3 4 5 6
1 +3 6 10 +15 21
1 +4 10 20 +35 56

+3 X=12 31 465 120

2 12 40 +101 ¥ =216 ...
44 135 336
0 6 40 155 456

..,
]
N

= = = o o o = =

S o o o o
—_
—_
o

0 3 31 155 546
Tablica 3. Koeficijent za p=4

U ostalim trokutima polinomnih koeficijenata
(zap = 5,6,7,...) izraCunali bi se koefici-
jenti na analogan nacin, a isto tako i za multi-
nom u kojem p — oo. Ova posljednja tablica
koeficijenata imala bi svoje znacenje pri po-
tenciranju beskonac¢nih konvergentnih redova.

5. Dodatak

Istrazujudi zakonitosti dolazi se do mnogih za-
nimljivih relacija, pa se neke od njih navode
ovdje.

o Za koeficijente iz prvih dvaju redaka svih
tablica (r = 01ir = 1) ocito je

i b

o Zatreci redak u svima tablicama (r = 2) u
kojim je p > 2 vrijedi

G

o Za Cetvrti redak u svima tablicama u koji-
ma je p > 3 vrijedi

5], 03)

o Opcenito za r-ti redak u tablicama uz uvjet

dajep>r
{n} _(n—i—r—l)
] s r

e Ove se formule mogu primjeniti za izra-
¢unavanje prvih r + 1 koeficijenata. Ako
je p vrlo velik (p — o0) tada prethodna
formula vrijedi u svakom sluc¢aju (za svaki

A A BT

Zanimljive su i relacije

5], =)
5=+ ()
HEOREIGETE)
koje se mogu prikazati i u obliku
HY
121, 2
HEGRRH
=)+ 5],

kao i mnoge druge, no to moZe biti predmetom
daljnjeg istraZivanja.

6. zakijucak

Ovaj rad pokazuje da su i na jednostavnim
i dosta proradenim podrucjima moguca dalj-
nja istraZivanja i zanimljivi rezultati kao $to
su to tablice 11 2, te formule (5) i (6). Au-
tor je do ovih tablica multinomnih koeficije-
nata do$ao u $kolskoj godini 1957/58. kao
student na poticaj prof. dr. Vladimira Vranica
(tadasnjeg prof. Tehni¢kog i Prirodoslovno-
matematickog fakulteta), ali je pricekao mi-
rovinu da ih dopuni ponekom formulom za
izraCunavanje, i da ih objavi u ¢asu kada mu
publiciranje ¢lanka ne ¢ini obvezu ve¢ samo
zadovoljstvo.
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