Poseban slucaj. ..

Branimir Daki¢, Zagreb

Cesto nam se dogada da uz neki matema-
ticki zadatak kazemo: Da, ali to je poseban
slucaj. . .. Posebice grijeSimo pri rjeSavanju
geometrijskih zadataka, pa i sami ponekad
nehotice nacrtamo, ako ne jednakokracan,
onda $iljastokutan trokut, premda je rece-
no jednostavno frokut. Cetverokut znademo
predociti paralelogramom, piramida nam je
uvijek uspravna piramida i sl.

Ucenici na temelju takvih slika zaklju-
¢uju da visina trokuta raspolavlja stranicu, da
se dijagonale Cetverokutaraspolavljaju, da su
srediSta upisane i opisane kruznice svakom
trokutu ista toc¢ka koja leZi unutar trokuta itd.

Ovakve greske valja znati dobro meto-
dicki iskoristiti. Dapace, pri rjeSavanju za-
dataka povremeno treba ubaciti poneki ¢ije
rjeSenje upozorava da je rije¢ o neobicnoj si-
tuaciji.

Evo dvaju lijepih primjera:

Primjer 1. Kolika je povrSina trapeza
¢ije su osnovice duge 13 cm i 10 cm, a dulji-
ne krakovasu 5 cmi 2v/13cm?
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To je standardan zadatak za Cije rjeSenje
treba izraCunati visinu trapeza. Izrazimo je
primjenom Pitagorinog poucka na svaki od
dva iscrtana trokuta:

25 —x*=52—(3—x)%
a odatle slijedi x = —3.

Mogli bismo zakljuciti da trapez sa za-
danim stranicama ne postoji, §to dakako nije
tocno. Trapez naime ne izgleda onako kako
smo ga nacrtali, ve¢ pri vrhu A ima tupi kut.

Nacrtamo novu sliku i prema toj pravoj
slici je:

25 —x* =52 (x+3)%
Odatle je x = 3, i konacno, v = 4 cm.

Dalje je lako izracunati i povrSinu trape-

za.
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Primjer 2. Jednakokra¢nom trokutu s
osnovicom 32 cm i krakom 20 cm upisana
je 1 opisana kruznica. Kolika je udaljenost
sredista tih dviju kruznica?

Najcesce, ne razmisljajuci o rasporedu
sredista S7 i S, nacrtamo ovakvu sliku, pa
racunamo

|S]S2| =V — (R + r).
Odatle nakon Sto izratunamo v = 12cm,
R= 2 cm, r = §cm, dobijemo [S;S,| < 0.

Kako? Zasto?

Mala analiza ¢e pokazati da je kut troku-
ta AABC pri vrhu C tup, zbog Cega je tocka
S», srediSte trokutu opisane kruZnice, izvan
trokuta.

No problem se jednostavno rjesava tako
daseuzme |S1S;| = [v — (R+r)|.

Ovdje je zanimljivo postaviti pitanje:

Kako uz zadane duljine stranica trokuta

zakljuciti je li trokut Siljastokutan, pravoku-
tan ili tupokutan?

Znademo da se iz poznatih stranica
kut trokuta odreduje iz jednakosti cosy =
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a+b*—c?

2ab
tada je cosy > 01 kut y je Siljast, ako je
¢ = a® +b% tadaje cosy = 0ikuty je
pravi, azaa® +b* < ¢? je cosy < Ote je kut
Y tup.

No nije poseban slucaj nesto $to valja iz-
bjegavati. Ba$ naprotiv, ponekad ¢emo se pri
rjeSavanju zadataka koristiti metodom po-
sebnog slucaja. To nam nije nepoznato u
algebri, ali imamo lijepih primjera primjene
tog postupka i u geometriji.

. O¢ito, ako je a®> + b* > ¢,

Primjer 3. Odrediti najmanji kut tro-
kuta cije su duljine stranica u omjeru 3 : 5 :
6.

Uvjetom zadatka nije dan poseban tro-
kut, vec¢ je tim omjerom zadan skup sli¢nih
trokuta. Trokut sa stranicama duljina a = 3,
b =5, ¢ = 6 cm njihov je predstavnik. Slic-
ni trokuti imaju jednake kutove. Uzet ¢emo
stogaba§a = 3, b = 5, ¢ = 6, te uvrsti-
ti, vodeci racuna o tome da je najmanji kut
nasuprot najmanjoj stranici:

b+ —a 13
cosa = be =15
Odatle nalazimo o = 29°55'35".

Napomenimo da se pri rjeSavanju ovog
zadatka u pravilu uzima a = 3k, b = 5k,c =
6k, gdje je k € R™, (Cime se “glumi” opéeni-
tost i strogocda rjeSavanja), uvrsti se u formu-

25k* + 36k* — 9k*

. . 2-5k-6k .
Ako ovaj razlomak kratimo, dobit ¢emo i

lu, te se dobije cos @ =

opet cos o = 13
p 15

Ako smo ve¢ odlucili tako rijesiti zada-
tak, onda nemojmo nikako propustiti komen-
tar kracenja razlomka. Upravo to kracenje je
samo racunska potvrda prethodnog geomet-
rijskog tumacenja.

Uz istu temu imamo i malo sloZeniji pro-
blem, zadatak cije je rjeSenje joS jedna meto-
dicka minijatura. Na tom ¢emo primjeru jos
jednom ilustrirati kako valja pristupati rjesa-
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vanju matematickih zadataka, te se uvjeriti u
njihovu didakti¢ku korisnost.

Primjer 4. Stranice trokuta imaju du-
liine n> — 1,n> +n+1,2n+1, gdjejen > 1.
Odredi kut nasuprot stranice n> +n + 1.

Mogli bismo, zavedeni rjeSenjem pret-
hodnog primjera, pomisliti: uzet éemo n =
2. Imamo trokut sa stranicama duljina 3, 7 i
5, te prema feoremu o kosinusu izracunamo
cosf3 = —% i odatle § = 120°.

Dakako, slijedi pitanje: ¢ime opravda-
vamo poseban izbor broja n? Nece biti lako
dati odgovor. Zapravo ga u ovom trenutku i
nema. Mi éemo zadatak ipak rijeSiti opceni-
to:

(n?—1)24+(2n+1)>—(n®+n+1)?
2(n?—1)(2n+1)

cosf3 =

1
=5
Ocito je B = 120°, i taj rezultat uopce i ne
ovisi o izboru brojan, n > 1.

Duljine stranica odabrane su tako da
cos B (kuta koji je nasuprot stranici n’+n+1)
ne ovisi o vrijednosti broja n. Ali kosinusi
ostalih dvaju kutova, pa onda i sami kutovi,
ovise o n. Kako, vidimo iz tablice koja je
nacinjenazan = 2,3,4,5,6.

[a[blc] o [B] v |
3] 7] 5|21°47 127 120°| 38°1248"
813 7|32°1215" | 120° | 27°47745"

n
2
3
4115[21| 9]38°12/48”|120°[21°47'12"
5
6

24(31[11| 42°6'12” [120°|17°53'48”
35(43]13(44°49'19"[120° | 15°10'41”

Mogli bismo dalje analizirati postavljeni
problem istrazujudi na koji se nacin mijenja
oblik trokuta u ovisnosti o izboru broja n. No
to prepustamo Citateljima.

Ucenici su cesto skloni pri rjeSavanju
nekog zadatka nehotice pojednostavniti pro-
blem i rjeSavati neki njegov poseban slucaj.

v
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U sljedecim primjerima pokazat ¢emo na ko-
ji se nacin i takva rjeSenja mogu iskoristiti
kako bi se doslo do opceg rjeSenja zadatka.

Primjer 5. U ravnini su dana dva suk-
ladna kvadrata, pri ¢emu je vrh jednoga u
sredi$tu drugoga. Kolika je povrsina zajed-
nickog dijela ovih dvaju kvadrata?

Kad ucenicima postavite ovaj zadatak
oni ¢e nacrtati jednu od dviju sljedecih sli-
ka. I tada je lako do¢i do rjeSenja. Ako su
kvadrati u polozaju kao na prvoj slici, povr-
Sina zajednickog dijela jednaka je % povrsine
kvadrata.

2

A ako su postavljeni u polozaj onako ka-
ko je to nacrtano na drugoj slici, rezultat je
isti.

Je li zadatak rijeSen? Navedenim su rje-
Senjima ocito obuhvacena dva posebna slu-
¢aja. O tome dvojbe nema.

Postavimo kvadrate u najopéenitiji po-
loZaj.

so///%

Do rjesenja ¢emo pokusati do¢i tako da
op¢i slucaj prevedemo na jedan od dva po-
sebna, prethodno ve¢ razmotrena. Time ée
ucenici biti potaknuti da na sli¢an nacin pos-
tupe i u drugim slucajevima.

No kako to uciniti? Na to pitanje daju
odgovor dvije sljedece slicice.
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DokazZemo li sukladnost po dvaju iscrta-
nih trokuta na bilo kojoj od tih dviju slicica,
time ¢emo i opcenito rijesiti zadatak.

Primjer 6. SrediStem kvadrata poloZze-
na su dva medusobno okomita pravca. Do-
kazite da su odsjecci tih dvaju pravaca unutar
kvadrata jednaki.

Ovaj je zadatak slican prethodnom, i on
je kao njegova nadogradnja, didakticki gle-
dano, vrlo vrijedan.

Nacrtajmo sliku. Ona moZe biti posebna
na jedan od dva nacina prikazana na donjim
crtezima. U prvom su pravci usporedni stra-
nicama kvadrata i ocito su odsjecci jednake
duljine, a u drugom pravci prolaze suprot-
nim vrhovima kvadrata te su i opet odsjecci
jednake duljine.

Ali pravce ipak valja postaviti u opéi po-
loZaj, onako kako je to prikazano na sljede-
éem crtezu.

Sad opce rjeSenje mozemo potraZiti os-
vréudi se na dva prethodno razmotrena po-
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sebna slucaja. PokuSajte to uciniti koristeci
se priloZenim crteZima.

7

N S

N4

\S

Zanimljivo je kako je predlozeno rjeSe-
nje ovog poznatog i Cestog zadatka u jednoj
zbirci zadataka.

Nacini se konstrukcija kao na slici desno
te se promatraju iscrtani trokuti. Dokazuje se
njihova sukladnost iz koje onda proistjece i
dokaz tvdnje $to je iskazana u zadatku.

No ovome se sigurno teze dosjetiti, a
nesto je sloZenije i dokazati spomenutu suk-
ladnost.

Primjer 7. Tocka A od pravca p udalje-
naje 8 cm, tocka B od istog je pravca udaljena
3 cm. Kolika je udaljenost polovista P duZine
AB od pravca p?
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Izbor ovog zadatka potaknut je pricom
jedne ucenice, koja je bila razoCarana nep-
rimjerenom reakcijom nastavnika na njezino
rjeSenje:
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Ona je tocke A i B odabrala na okomici
na pravac p. DuZina AB dugacka je 5 cm te
je lako vidjeti kako je poloviste P te duZine
od pravca p udaljeno 5.5 cm.

Naravno, prigovor je bio na poseban iz-
bor polozaja tocaka A i B. Ali, je li taj pri-
govor opravdan? Pa zadatak o tome niSta ne
govori.

Upravo navedeno rjesenje je polaziSte za
potpuniju analizu. Hode li druk¢iji odabir to-
¢aka A i B utjecati na rezultat zadatka?
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Postavimo tocke A i B u opdcenitiji
poloZaj.  Konstruiramo pravokutni trokut
AAAB. U njemu je duZzina PP, srednjica.
Stoga je prema teoremu o srednjici trokuta
|PP| = 1|AA;| = 2.5cm i udaljenost tocke
P od pravca p iznosi 5.5 cm.

Cini se kako uistinu poloZaj tocaka A i
B mozemo birati po volji, dakako postujuci
uvjete zadatka. Da, to je to¢no, jer svaki se
puta dobije pravokutni trokut koji se oblikom
mijenja od sluc¢aja do slucaja, ali jedna je nje-
gova kateta (oznacili smo je sa AA;) uvijek
iste duljine.

Drugim rije¢ima, promjenom poloZaja
tocaka A 1 B mijenja se i polozaj tocke P
ali je njezina udaljenost od pravca p uvijek
5.5 cm. Stovise, dobro je zaklju¢iti kako je
skup tocaka ravnine koji su poloviSta svih
duzina ¢ija je jedna krajnja tocka od danog
pravca udaljena 8 cm, a druga 3 cm, (a obje
su te tocke s iste strane pravca), pravac para-
lelan zadanom i od njega udaljen 5.5 cm.

Jesu li time razjas$njene sve okolnosti ve-
zane uz dani problem? Ne, nikako!

Vratimo se sada korak unatrag.

v
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Tocke A i B postavili smo s iste strane
pravca p, a to u uvjetima zadatka nije izriito
odredeno. Stoga valja razmotriti i slu¢aj kad
su te dvije tocke s raznih strana pravca. Lako
je zakljuciti kako je tada poloviste P duZine
AB od pravca udaljeno 2.5 cm.
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Tek je sada zadatak u potpunosti rijesen.
Ucenica je dakle tek djelomice rijeSila za-
datak. Ona je propustila razmotriti situaciju
kad su tocke A i B s raznih strana pravca p.

Primjer 8. Tocke A, Bi C s iste su stra-
ne ravnine 7 i od nje su udaljene redom za
2 cm, 3 cmi4 cm. Kolika je udaljenost od
ravnine 7 teziSta trokuta AABC?

Zadatak je postavljen na klasifikacijs-
kom ispitu za jedan od fakulteta Sveucili§-
ta u Zagrebu. Vjerojatno se o¢ekivalo da je
rjeSavacima poznato da su koordinate teziSta
trokuta AABC u prostoru jednake

1 1
Xr = §(XA+XB+XC)7 yr = g(yA+yB+yc)-

Kako je u zadatku rije¢ o odredivanju ordi-
nate teZziSta, to je rjeSenje yr = 3. Ujedno je
jasno kako poloZaj to¢aka A, B i C nije po-
dacima u zadatku potpuno odreden $to inace
na rjeSenje zadatka nema utjecaja.

No ukoliko navedena ¢injenica ucenici-
ma iz nekog razloga nije poznata, oni se mo-
raju prihvatiti drugog puta rjeSavanja.
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DuZina PP’ srednjica je trapeza A’B'BA
pa je njezina duljina jednaka % Zatim iz
trapeza P'C'CP odredimo |TT'| = 3 cm.

Ovaj zadatak ocito ima dosta zajednic-
kog s prethodnim. Tako primjerice duljina
duzine PP’ uopée ne ovisi o polozaju to¢aka
A i B. Jedini uvjet koji one moraju zadovo-
ljavati jest da budu iznad ravnine na zadanim
udaljenostima. Isto vrijedi i za tocku C.

Pa kad je to ve¢ tako, odaberimo naj-
pogodniji poloZaj tocaka A, B i C. Neka su
A i C na okomici na ravninu 7. Time su
ravnina trokuta AABC i ravnina 7 takoder
medusobno okomite. Poloviste stranice AC,
tocka Q, od ravnine 7 udaljeno je 3 cm, a ka-
ko je od ravnine 7 jednako udaljenai tocka B,
zakljucujemo da je teziSnica BQ usporedna
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s ravninom 7 i od nje udaljena 3 cm. Stoga
je 1 teziste T, koje pripada toj teZiSnici od
ravnine 7 udaljeno za 3 cm.

Napomenimo kako je u nastavi mate-
matike vrijedno i korisno uocavati mogué-
nosti jednostavnijeg rjeSavanja zadataka ko-
riste¢i se posebnim situacijama pri cemu se
ne umanjuje opcenitost rjeSenja. To se Cesto
radi u koordinatnoj geometriji, gdje je pri do-
kazu nekih geometrijskih ¢injenica dopusten
proizvoljan smjestaj objekata u koordinatnoj
ravnini (ili prostoru). Koristeci se invarijan-
tama afine geometrije moZzemo pojednostav-
ljivati zadatke u kojima se pojavljuju afina
svojstva geometrijskih objekata.

Primijetimo na kraju kako imamo lijepih
primjera posebnosti i u Skolskim udzbenici-
ma. Tako primjerice na Talesov poucak o
obodnom kutu nad promjerom kruZnice gle-
damo kao na poseban slucaj teorema o obod-
nom i srediSnjem kutu. Pri obradi poucka o
kosinusu upozoravamo kako iz njega prois-
tjeCe Pitagorin poucak kao poseban slucaj. 1
tako dalje.

Razni zadaci ponekad u svojim uvjeti-
ma sadrze neku posebnu situaciju pa ih je
stoga ponekad znatno lakSe rjesavati. No to
zahtijeva prije svega dobru analizu zadatka,
uocavanje te posebnosti i osposobljenost za
drukcije rjeSavanje. Dakako, to spada tako-
der u kreativno ponasanje.



