Matematicki pojmovi

O tezistima
visekuta

Andelko Marié, Sinj

U MSabr. 7. objavljen je ¢lanak Ele
Rac Marini¢ Kragi¢ pod naslovom O proble-
mu odredivanja teZista geometrijskih likova.
Autorica ukazuje na nejedinstvenost defini-
ranja teziSta ravninskih likova, to¢nije viSe-
kuta.

Kad se, o tome, malo ozbiljnije razmis-
li, uvidi se da neke stvari u metodici nastave
matematike za koje se opcenito drzi da su
u najboljem redu, nisu u potpunom medu-
sobnom suglasju. Radi se o definiciji tezista
trokuta, a time i teziSta bilo kojeg visekuta.

TeziSte je prvotno fizikalni pojam. Prvi
koji je proucavao i izracunavao teZista likova
i tijela bio je Arhimed (oko 287. —212. prije
r. Kr.). O tome Citatelj moZze vise naci u knji-
zi: B. Pavkovi¢ — P. Mladini¢ Arhimedova
metoda teista, HMD — SK, Zagreb, 1998.

Temeljni zakon pri proucavanju teZista
jest Arhimedov zakon poluge, koji glasi: Te-
ziste T sustava dviju materijalnih tocaka A i
B, masam imy, nalazi se na spojnici tih toca-
ka, pri ¢emu vrijedi: |TA| : |TB| = my : my,
odnosno my - [TA| = my - |TB|, ili u vektors-
kom obliku m;-AT = m,-TB. Po (fizikalnoj)
definiciji teziSta, sustav dviju materijalnih to-
Caka {A(m;), B(my)} moZe se zamijeniti ma-
terijalnom to¢kom 7'(m; +my), koja je teziste
sustava tih toCaka.
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Sl 1.

Ako je O bilo koja tocka prostora, tada

za radijvektore 7y, rp i r'to¢aka A, Bi T vri-
= = —_— N —

jedi (vidisl. 1.): ¥ =ry + AT, r=rp—TB.

— —

Odavde je m; -AT = my - (F—ry),my-TB =

my - (rg — ), odnosno my - (F — ry) =

myry + myr'p

mp + myp

Lako se pokaZe da za radijvektor teZis-
ta materijalnih tocaka masa my,my, ... my, 1
radijvektora ry, 75, . . ., ry, vrijedi:

MiFL + Moy + ..+ Ml

m4+m+...4+m,
(Dokaz se lako provede matematickom in-
dukcijom.)

Razumno je prihvatiti ¢injenicu da je te-
ziste duzine (homogenog $tapa zanemarive
debljine) u njezinom polovistu.

Za svaki se konveksan viSekut mogu de-
finirati Cetiri teZita: vrs$no, strani¢no, plo§no
i geometrijsko.

my - (rg — 1), a odatle ¥ =

F=
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Ako zamislimo da se u toCkama Aj,
Aj,..., A,, od kojih nikoje tri nisu koline-
arne, nalaze jednake mase, tada se teZiSte
sustava tih (materijalnih) tocaka zove vr$no
tezite viSekuta AjA,...A,. Bez gubljenja
na opcenitosti, a zbog jednostavnijeg racu-
na, uzima se da su u vrhovima postavljene
jedini¢ne mase.

Strani¢no teZiste viSekuta definira se kao
teZiSte sustava n duZina (stranica) koje odre-
duju taj visekut.

Plosno teziSte visekuta je, per definiti-
onem, i njegovo fizikalno teziSte. To se te-
ZiSte, opcenito, odreduje pomocu integralnog
racuna. Za jednostavnije likove, ono se moze
odrediti i elementarno, Sto ¢emo pokazati za
trokut.

Geometrijsko se teziste definira kao sje-
ciSte teZiSnica viSekuta. TeZis$nice trokuta su
spojnice vrha i polovista nasuprotne strani-
ce. Lako se pokaZe da se ovako definirane
teZiSnice sijeku u jednoj tocki, koju zovemo
(geometrijsko) teziste trokuta. Isto se tako
lako pokaze da to teziSte dijeli svaku teZis-
nicu u omjeru 2 : 1, mjereci od vrha tro-
kuta. TeZiSnica konveksnoga Cetverokuta je
spojnica jednog vrha i teziSta trokuta §to ga
odreduju preostala tri vrha. I ovdje se doka-
7e da se teziSnice sijeku u jednoj tocki, koja
je (geometrijsko) teZiSte Cetverokuta. I ta-
ko redom. Opcenito: teZiSnica konveksnoga
n—terokuta je spojnica jednog vrha i teZista
viSekuta kojem su vrhovi preostali n — 1 vrh
promatranog viSekuta. DokaZe se da se ova-
ko definirane teZi$nice sijeku u jednog tocki,
koju zovemo (geometrijsko) teZiste viSekuta.
Takoder se moZe pokazati da ovako definira-
no teziSte dijeli svaku teZiSnicu viSekuta u
omjeru (n — 1) : 1, mjereéi od vrha visekuta.

Pozabavimo se sada malo s teZiStima tro-
kuta.

Neka su u vrhovima trokuta ABC pos-
tavljene jedini¢ne mase. Materijalne tocke B
i C moZemo zamijeniti tockom D, koja je po-
loviste duzine BC u kojoj je smjeitena masa
2. Zato je vr$no teZiSte T na duzini AD i za
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radijvektor toga teZista vrijedi (sl. 2.):

. g+ rc
N mAFA—i-mDFD rA+2'T
ryr = =
myp + mp 142
Fa+ g+ rc
73 .
A(1)
]
\
\
\
\
\
v\
T (3)
\
\
O L o
B(1) D(2) )
SI. 2.

Ocito je da ovo vrijedi samo ako su u vr-
hovima trokuta jednake mase. Inace, moZe
se pokazati da, stavljajuci u vrhove trokuta
razli¢ite mase, moZemo za teZiste sustava vr-
hova (Sto nije vr$no teZiSte trokuta) dobiti
bilo koju tocku unutar trokuta.

Bilo koji trokut i trokut, kojemu su vr-
hovi polovi$ta stranica toga trokuta, imaju
zajednicko teZiSte. Zaista vrijedi (v. sl. 3.):

rg+rc  FcHra  TA+TB

Fat+rgtic T 2 2 2
3 3
rp+ Fg + e
- 3 ’
¢ime je tvrdnja dokazana.
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Kako do¢i do strani¢nog tezista troku-
ta ABC? “Mase” stranica trokuta razmjerne
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su duljinama stranica trokuta, zbog ¢ega se
strani¢no teZiSte podudara s teZiStem sustava
materijalnih to¢aka D(a), E(b) i F(c), gdje
su D, E i F polovista stranica, a a, b i ¢ du-
ljine stranica trokuta, kao na sl. 3. Kako su
a, b i c opéenito razlicite duljine, to je strani-
¢no teZiste trokuta neka tocka unutar trokuta
DEF, ¢iji poloZaj zavisi o duljinama stranica
trokuta. To znaci da se to teZiSte ne poduda-
ra s vrsnim teZiStem trokuta DEF, a time ni
trokuta ABC.

Odredimo radijvektor geometrijskog te-
ziSta trokuta ABC. Koristimo navedena svoj-
stva geometrijskog tezisSta i uz oznake kao na
sl. 4. 1 vrijedi:

5 — e — N 2—
r=0T=0A+A :rA+§AD
H_+2(H - 1ﬂ_+2ﬂ
= —]/' —_ P — —_
A 3 D A 3A 3D
_1H+2 %H+H)
T 3AT3IpuETIC
_Tatrstic
N 3

Vidimo da se geometrijsko teZiSte troku-
ta podudara s njegovim vrS$nim teziStem.

Da bismo odredili plosno, a time i fi-
zikalno teZiSte trokuta, koristit éemo neke
¢injenice koje slijede iz onoga §to je vec re-
¢eno.

Ako geometrijski lik rastavimo na n di-
jelova (od kojih se nikoja dva ni djelimice ne
prekrivaju), ¢ije su plostine Py, Pa,...,P,, a
(plosna) tezista Ty, Ty, . . . , T,,, tada za radij-
vektor teZiSta vrijedi:

Pir| 4 Pary 4 ... + Pyiy
Pi+Py+...+P,

= :

p\74
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gdje su r; radijvektori tezista Ty (k =
1,2,...,n).

Ako sve duzine nekog skupa duZina ima-
juzajednicko teziste, tada je to teZiSte takoder
teziSte unije tih duZzina.

TeziSte centralnosimetricnog lika jest
njegovo srediSte simetrije. To je zato jer to
srediSte raspolavlja svaku duzinu koja njime
prolazi, a rubovi su joj na granici lika.

Zbog toga je fizikalno teZiste paralelog-
rama sjeciSte njegovih dijagonala.

Pokazimo sada da se fizikalno, odnosno
plosno teZiste trokuta podudara s njegovim
vr$nim i geometrijskim teZiStem. Dovoljno
je dokazati da za radijvektor i stoga teZiSte
Fa+ 7 +c

3 .

Neka su D, E i F poloviSta stranica tro-
kuta ABC, kao na sl. 5. Trokut podijelimo
na tri dijela i to: Cetverokut AFDE i trokute
BDF i CED. Lako se pokaze da je Cetvero-
kut AFDE paralelogram i njegovo je teziste
T u sjeciStu dijagonala. Trokut BDF je ho-

vrijedi: ¥'=

moteti¢an trokutu BCA, s koeficijentom 3 i

srediStem homotetije u vrhu B. Isto tako ho-

1
motetija s koeficijentom = i sredi§tem u vrhu
C preslikava trokut CAB u trokutu CED.

Samo se po sebi razumije da homotetija
teziSte lika preslikava u teZiSte njegove ho-
moteti¢ne slike. Neka su T, T, i T fizikalna
teziSta trokuta ABC, BDF 1 CED. Mora biti
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— l— . — 11— .. .
BT, = =BT i CT3 = =CT. Oznacimo li
plostine paralelograma i trokuta na koje je
promatrani trokut podijeljen s Py, P> i Ps,
tada za radijvektor teZista trokuta ABC vri-
Piry + Paiy + P33
Py + Py + P3
i r3 radijvektori tezista Ty, T, i T5. Kako je
L 2+t
Py =2P, =2P3, tojer = M

jedi 7 = , gdje sury, i

4
1
Buduéi da je ir = E(FA + 7B),
. 1 . o .
g = E(rc + 74), to je
L1, 1. L
r = 5( F+TE) = Z(ZFA + 1 +7c).
Dalje je
5 — —_— — N l—
ra =0T, = OB+ BT, = B+§BT
. l/— — . 1 .
= g+ 5 (BT + OT) = g + 5 (7 — )
2 2
lq_i_lq
=— ~7.
P

1 1
Isto se tako dobije 53 = EFC + 5?. Zbog
svega toga je
1, 2 2 1, 1, 1,
= (2Fa+rp+rc)+ 5+ src+

1
22 2% 727

—

r

—

4
= 4r=ra+ig+rc+7T

r=—
¢ime je dokaz zavrSen.

Vidimo da se u trokutu podudaraju vrs-
no, geometrijsko i plosno, odnosno fizikalno
teziSte, dok se strani¢no teZiSte od njih raz-
likuje. To ne vrijedi i za viSekute s veéim
brojem stranica. U Eetverokutu se, na prim-
jer, podudaraju vrSno i geometrijsko teZiste,
a stranicno i plo$no, odnosno fizikalno se
razlikuje od svakog od inih. Sli¢no je i za
viSekute s vedim brojem stranica.

U nastavi matematike u osnovnoj i sred-
njoj Skoli, teZiste trokuta se definira kao ma-
tematicki pojam i presutno ga se poistovje-
¢uje s fizikalnim teZiStem. To se katkada, po
analogiji ¢ini i za viSekute s veéim brojem
stranica, $to se ne bi smjelo. Geometrijsko i
fizikalno teZiSte viSekuta su dva, po definici-
Ji, razli¢ita pojma i treba ih razlikovati, ¢ak i
u slu¢ajevima kada se podudaraju. To je ve¢i
Arhimed razlikovao. U Matematickom rjec-
niku Ivice Gusi¢anastr. 12 piSe: “(Arhimed)
... dokazao je da je teziSte trokuta i njegovo
fizikalno teZiste”. Isto tako na str. 226 sto-
ji: “Teziste trokuta — tocka u kojoj se sijeku
teZiSnice trokuta. To je ujedno i mehanicko
teziSte trokuta”.

Vjerojatnost i broj 7T, jos malo

Ross Honsberger, poznati kanadski matematicar u svojoj vrlo zanimljivoj knjizi Inge-
nuity in Mathematics pise:

Sjecam se da sam prije vise godina procitao kako je vjerojatnost da su dva slucajno

odabrana prirodna broja relativno prosta jednaka —. Izvjesni R. Chartres je 1904. ekspe-

rimentalno preispitivao ovu tvrdnju tako Sto je svaki od njegovih pedeset studenata zapisao

sluc¢ajno odabranih pet parova prirodnih brojeva. Od takovih 250 parova njih 154 bilo je

154
relativno prim, $to daje vjerojatnost od =, te se iz jednadbe — = —— dobije x = 3.12,
X

250 250
dok je m = 3.14159. . ..
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