Poznati problem

Problem
pakiranja sfera

Ela Rac-Marini¢-Kragi¢, Zagreb

Napokon je rijeSen problem star Cetiri
stoljeca koji je postavio davne 1611. godine
poznati njemacki astronom (i matematicar)
Johann Kepler. Problem je nazvan proble-
mom pakiranja sfera i trazi najucinkovitiji
nacin smjeStanja (Sto veéeg broja) sfera u
prostrani sanduk. Naravno da su se tim pro-
blemom ve¢ davno bavili trgovci vocem pri-
likom pakiranja naran¢i na svojim pultovima.
Ipak, radoznali matematicari nisu bili sigur-
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ni ne postoji li mozda efikasnije pakiranje
od poznatoga. Tako je roden poznati pro-
blem koji doduse nije dostigao popularnost
Fermatovog Velikog (Zadnjeg) teorema, a ni
sam tijek rjeSavanja nije bio tako dramati-
¢an. Ipak oba su problema stolje¢ima mucila
matematicare i tek su odnedavna doZzivjela
potpune dokaze o ispravnosti rjesenja.
Krivac je dakle za viSestoljetne matema-
ticarske glavobolje bio Kepler. Da nije toliko
napredovala kompjuterizacija joS bismo uvi-
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jek dvojili da li trgovci ispravno slazu svoje
voce ili mogu ustedjeti neSto prostora ako
ga drugacije presloZe. Kepler je 1611. napi-
sao ¢lanak “O Sesterokutnoj snjeZnoj pahulji-
ci” gdje objasnjava jedinstvenu Sesterokutnu
strukturu snjeznih pahuljica. U tom c¢lanku
postavljeni su temelji kristalografiji. Vaznost
nacina slaganja dijelova materije Keplera je
ponukala na drugo znacajno pitanje tj. koji
je najucinkovitiji nacin da se jednaki oblici
materije smjeste u prostoru tako da zauzmu
najmanji mogudi volumen. Ako se radi o sfe-
rama, jasno je da ¢e medu njima uvijek biti
praznina pa ma kako ih mi slagali u prosto-
ru. Treba nadi onaj nacin pakiranja koji ¢e
minimizirati te praznine.

Oblik i veli¢ina prostora koji ispunjava-
mo sferama bitno utjeCe na rjeSavanje postav-
ljenog problema. Da bismo problem postavi-
li matematicki precizno (idealizirano), pro-
matramo $to veée (beskonac¢no velike) san-
duke.

Pakiranje krugova

Kako bismo lakse shvatili taj problem,
pozabavimo se slicnim ali lakSim proble-
mom — dvodimenzionalnim analognim prob-
lemom pakiranja krugova na velikoj povrsi-
ni. Dva su naj¢e$c¢anacina pakiranja krugova
koje vidimo na sl. 2.

Ova se dva nacina pakiranja nazivaju jo$
i pravokutno i Sesterokutno pakiranje krugo-
va. Veli¢ina kojom mjerimo efikasnost pa-
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kiranja (dvodimenzionalnog odnosno trodi-
menzionalnog) je gustoca pakiranja koja je
jednaka omjeru povrSine ili volumena pakira-
nih objekata i povrSine ili volumena podrucja
u koje pakiramo objekte. Ako je podrucje ci-
jelaravnina u dvodimenzionalnom pakiranju
odnosno cijeli prostor u trodimenzionalnom
pakiranju, racun nas vodi na neodredenu ve-
li¢inu % Newton i Leibniz dali su klju¢ za
njeno izraCunavanje — metoda limesa. Omjer
se prvo izracunava za ograni¢ena podrucja,
pa se podrucje stalno povecava. Zatim se
napravi limes niza ovih omjera kada granice
podrucja teze u beskonacnost.

Kod pakiranja krugova mozemo izracu-
navati gustocu ispunjavajuci sve vece kvadra-
te (vidi sl. 2). Naravno da nije potrebno izra-
¢unavanje beskonacnog niza brojeva. LakSe
je uzeti formulu za dani oblik pakiranja i ta-
da na¢i limes. Kod pravokutnog pakiranja
gustoca je % ~ 0.785, a kod Sesterokutnog
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vecu gustocu pakiranja od pravokutnog. Pri
kratkom promatranju to je o¢igledno i bez ra-
¢una. No, da li je to i najuinkovitiji nacin?
Najopcenitiji problem odnosi se na sve naci-
ne pakiranja bez obzira da li su oni pravilni
ili nepravilni.

~ 0.907. Sesterokutno pakiranje ima

Njemacki matematicar Carl Friedrich
Gauss je tek 1831. godine dokazao da je Ses-
terokutno pakiranje krugova najucinkovitije
od svih takozvanih resetkastih nac¢ina paki-
ranja. ReSetka u ravnini je skup svih to¢aka
koje su smjestene u ¢vorovima pravilne dvo-
dimenzionalne mreze. Te mreZe mogu biti
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pravokutne ili kosokutne kao na sl. 3. Sre-
dista krugova Cine resetku.

Ipak je ovaj dokaz ostavio otvoreno pi-
tanje: a §to s pakiranjima koja nisu pravilna?
1882. skandinavski matematicar Axel Thue
obznanio je kako moZe dokazati da je Ses-
terokutno pakiranje najucinkovitije od svih
pakiranja krugova, ali tek je 1910. u potpu-
nosti dokazao tu tvrdnju.

° ° ° ° ° °
o o ° ° ° °

o o ° ° ° °

Pakiranje sfera

Predimo na trodimenzionalni problem
pakiranja sfera. Gauss se i ovdje koncent-
rirao na slucajeve resetkastih pakiranja kod
kojih sredi$ta sfera ¢ine pravilnu trodimenzi-
onalnu mreZu. Postoji to¢no 14 tipova pravil-
ne trodimenzionalne mreZe. To je konac¢no
pokazao francuski botanicar i fizi¢ar Augus-
te Bravias burne 1848., potpomognut prijas-
njim radovima mnogih matemati¢ara, a tzv.
“Braviasove reSetke” vidimo na slici 4.

Prirodan nacin pakiranja sfera je “reSet-
kasti”, gdje sredi$ta sfera smjeStamo u vrho-
ve reSetke, sloj po sloj, ba$ kao Sto to rade
i trgovci s voéem. Pri tome jedan sloj pred-
stavlja jedan od dva nacina dvodimenzional-
nog pakiranja, Sesterokutno ili pravokutno.
Ako je oblik pakiranja pravokutni, tada opet
mozemo na dva nacina pakirati slojeve —tako
da su odgovarajuce sfere smjestene vertikal-
no jednaiznad druge, odnosno da svaka sfera
gornjeg sloja “upada” izmedu Cetiri sfere do-
njeg sloja (druga metoda se koristi zbog sta-
bilnosti). Sli¢no, ako se slojevi slazu u Ses-
terokutnoj formaciji, takoder su dva nacina
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slaganja slojeva — ili vertikalno podeSavanje
sfera jedne iznad drugih ili “upadajuce” sla-
ganje. Naizgled su to Cetiri nacina pakiranja
ali stvarno ih ima tri: “upadajuce” pravokut-
no i Sesterokutno pakiranje su ekvivalentni.
Ova tri nacina reSetkastog pakiranja ispitao
je i Kepler. Ta tri nacina pakiranja danas se
jos zovu kubicna resetka, sprijeda centrirana
kubicna reSetka ili oblik piramide (za upa-
dajuce slaganje) i Sesterokutna resetka (vidi
sliku 5).

Kepler je smatrao da prirodne sile poku-
Savaju stvarati pravilne geometrijske struk-
ture u razvoju raznih objekata kao $to su na
primjer snjeZne pahuljice, pcelinje sace ili
plod Sipka. Prirodan nacin da se postignu ove
strukture, smatrao je Kepler, je da se zapocne
s pakiranjem sfera i da svaka sfera ekspan-
dira tako da potpuno zauzme meduprostor.
Smatrajuéi da je priroda prihvatila optimalni
nacin postizanja ciljeva, pravilni oblici pce-
linjeg sacaili ploda Sipka i Sesterokutni oblik
pahuljice mogli bi opisivati najucinkovitiji
nacin pakiranja sfera, tj. sprijeda centrirana
kubicna reSetka bi bila naju¢inkovitija.

Kepler je ispitao tri gore spomenuta na-
¢ina reSetkastog slaganja sfera i odredio nji-
hove gustoée — za kubi¢nu je reSetku gus-

toca % (=~ 0.5236), za Sesterokutnu reSetku

33 0.6046 1 33 0.7404 za oblik

piramide, §to znaci da ova posljednja ima
optimalno pakiranje izmedu tri promatrana
nacina pakiranja. Ali, dali je to najucinkovi-
tije pakiranje od svih reSetkastih pakiranja?
Ili opcenitije — da li je to najefikasnije pa-
kiranje od svih vrsta pakiranja, pravilnih ili
ne? Na prvo pitanje dao je odgovor Gauss
dokazavsi da je od svih reSetkastih pakira-
nja sprijeda centrirana kubic¢na reSetka (tzv.
pakiranje u obliku piramide) najucinkovitiji
nacin pakiranja. Ali na drugo pitanje nije
bilo odgovora sve donedavno. 1953. godine
madarski matematicar Laszlo Téth uspio je
taj problem razdijeliti na ogroman niz prora-
¢una koji rjesavaju specificne slucajeve. To
je omogudilo upotrebu racunala u rjeSavanju
ovog problema.

Ljeti 1990. veliko zanimanje je izazvalo
publiciranje rezultata matematicara s Berke-
ley sveucilista u Kaliforniji Wu-Yi Hsianga

173



koji dokazuje Keplerovu pretpostavku da je
pakiranje u obliku piramide najucinkovitije.
Medutim ¢lanak podlijeZe proceduri ispitiva-
nja dokaza bas kao i Wilesov dokaz Velikog
Fermatovog teorema (vidi prosli broj IMS-a)
i odbacuje se kao nepotpun zbog niza propus-
ta.
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Sl.4

Nakon SestogodiSnjeg truda matemati-
¢ar Thomas Hales s Michiganskog sveuci-
lista uz pomo¢ svog studenta Samuela Fer-
gusona uspio je 1994. rijeSiti ovaj prob-
lem dokazav$i da je oblik piramide na-
jucinkovitiji. ~ Dokaz je obznanio 1998.
i moZete ga nadi na internetu na adre-
si http:// www.math.Isa.umich.edu/ hales/ .
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Ali oprez — on sadrZi 250 stranica teksta i
oko 3 gigabajta kompjuterskih programa i
podataka. Svatko tko Zeli pregledati rezulta-
te mora uz tekst pokrenuti i program. Hales
ipak dozvoljava zbog kompliciranosti i duzi-
ne dokaza kako mora pro¢i neko vrijeme dok
se dokaZe njegova potpuna korektnost i pozi-
va sve koji se bave matematikom da pokusaju
nadi pogreske. Struc¢njaci koji su pregledali
dokaz smatraju ga uvjerljivim.
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KAKO RAZREZATI...

... komad papira u obliku pravokutnika 8 cm duljine i 3 cm $irine na dva dijela od kojih

se moze sloZiti model kocke?
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