Metoda

pomacnih Jikova

Milan Sarié, Knezevo

Kod rjesavanja geometrijskih zadataka cesto
je potrebno dopuniti crtez. Kako ga dopu-
niti? Koji pravac povuci? Do kojeg lika ga
dopuniti? Koju ideju koristiti?

1 « Pri¢a prva

Zadatak: Neka je u unutrasnjosti kvadrata
ABCD zadana tocka P takva da je <PAB =
JABP = 15°. Dokazi da je APCD jednako-
strani¢an.

Dopuna do jednakostrani¢nog
trokuta

Neka je APBR jednakostranic¢an (slika 1). Ta-
da su AABPiABCR sukladni, odnosno |BR| =
|RC|. Dalje ACRB i ACRP su takoder sukla-
dni (dvije stranice i kut medu njima), pa je
|PC| = |BC|. Kako je |PC| = |BC| = |DC]|,
APCD je jednakostranic¢an.

Mis§  godina VIlL., br. 37, 2006.

Dopuna do kvadrata

Slika 2.

Konstruirajmo nad stranicom PB kvadrat. Ka-
ko su AABP i ABEC sukladni, slijedi da
je YBEC = 150°, odnosno 4FEC = 60°.
AFEC je jednakokracan trokut kod kojeg je je-
dan kut 60°, dakle jednakostranican je. Kako
je SCFP = 150°, ABEC i APFC su suklad-
ni, pa je |[PC| = |BC|, odnosno <BPC = 30°.
Dakle, APCD je jednakokracan trokut kod ko-
jegjejedan kut 60°, dakle jednakostrani¢an je.

Dopuna do polovice jednakostraniénog
trokuta
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Uocimo pravac BE takav da je <PBE = 15°
i neka je CF okomica na taj pravac. AFBC
je polovica jednakostrani¢nog trokuta, pa je
2|FB| = |BC|. Kako je |BC| = 2|BG], sli-
jedi da su APGB i AFPB sukladni, odnosno
JIBFP = 90°. Znaci da su to¢ke P, F i C
kolinearne, tj. E = F. Dakle, YBCE = 30°,
APBC je jednakokracan trokut i |[PC| = |BC]|,
$to znaci da je APCD jednakostranican.

Dopuna do jednakokraénog trapeza
C

Uocimo pravac BE takav da je {PBE = 45°.
AEBF je polovica jednakostrani¢nog trokuta,
paje 2|FB| = |BE|. Kako je i |BC| = 2|BF]|,
zakljuc¢ujemo da je AEBC jednakokracan s ku-
tovima 75°, 75°1 30°. Dalje, zakljucujemo da
je cetverokut PBCE jednakokracan trapez s
kutovima 75°, 75°, 105°1 105°, te su mu di-
jagonale PC i BE jednake duljine. Odavde se
dokaz na vec ranije opisan nacin privodi kraju.

Dopuna do pravokutnog trokuta
C

Neka je CG okomica na pravac PB, GN oko-
mica na pravac BC, a GM okomica na pravac
AB. ABGC je pravokutan s jednim kutom od
75°, paje |BC| = 4|GN/| (dokazite!). Kako je

IGN| = |BM| = %, slijedi da je GM srednji-
ca trokuta APFB. Dakle tocka G je poloviste

duzine PB pa su APGC i ABGC sukladni, od-
nosno |PC| = |BC|.

Dopuna do tetivhog ¢etverokuta

E

45°

Slika 6.

Uocimo toc¢ku E na pravcu CD takvu da je D
poloviste duZine CE. Neka je D srediste kru-
Znice opisane oko AEAC. Ako tocka P pri-
pada kruznici, zadatak je rijesen, jer APCD
je jednakokracan s krakom |PD| jednakim
osnovici |CD|, dakle jednakostrani¢an je.
Pretpostavimo suprotno: tocka P leZi unutar
kruznice. Neka pravac AP sijecCe kruZnicu po
drugi put u to¢ki P’. Cetverokut EAP'C je te-
tivan pa je SJEAP + JP'CE = 180°, odnosno
JP'CE = 60°. Kako je AP'CD jednakostra-
ni¢an (jednakokracan s jednim kutom od 60°),
slijedi da je AP'BC jednakokracan s kutovi-
ma 30°, 75°, 75°. Dalje JABC = JABP +
JPBP'+<4P'BC = 15°4+4PBP'+75° = 90°
iz Cega slijedi da je <PBP' = 0°. Dakle
P = P, tj. tocka pripada kruZnici $to je kon-
tradikcija, (suprotno pretpostavci da tocka P
leZi unutar kruZnice). Ako pretpostavimo da
tocka P lezi izvan kruznice, zaklju¢ujemo na
isti nacin.

Metoda lazne pretpostavke

D C

Slika 7.
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Pretpostavimo da je AQCD jednakostrani¢an
(lazna pretpostavka). Tada je AQDA jednako-
kracan |QOD| = |AD| s kutom QDA = 30° i
IDAQ = 75°. Kako je ¥DAB = <DAQ +
JQAP+ SPAB = 75° 4+ JQAP +15° = 90°,
slijedi da je QAP = 0°. Dakle P = Qi
APCD je jednakostrani¢an.

Metoda povrsina

Neka je tocka E presjek pravaca AP i BC, ne-
ka je H noZiSte visine iz vrha B trokuta AABE
i neka je FG simetrala kvadrata. Uvedimo
oznake |[AB| = a, |AE| = ¢, |BE| =y,
|BH| = h, |PF| = z, |PC| = x. Uo¢imo
da je ¢ = 4h (visina na hipotenuzu trokuta s

kutovima 75°, 15°). Povrsina AABE je %

h
alii %, odnosno ay = ch, odnosno ay = 42,

S druge strane je a® + y* = ¢? = 16k>, tj.
¥ —day+a® =0,pajey = 2a—aV3
(zbog 0 < y < a). Sada se lako dobije

y _ aV3

z=a—= = ——, pajex = a. Dakle,
APCD je jednakostranic¢an.

Primjena rotacije
D

Slika 9.

Neka je ABCP' dobiven rotacijom AABP oko
tocke B za —90° i neka je ABCP" osno si-
metri¢na slika ABCP' obzirom na pravac BC.

Mis§  godina VIlL., br. 37, 2006.

Neka je P” presjek pravaca BC i P'P"”. Ka-
ko je SPBP" = 60°, ABPP" je jednako-
strani¢an trokut. Dalje, <P""PC = 15°, tako
da ABCP" = APCP". Na osnovu toga je
|PC| = |BC|.

Svodenje na jednostavniji slucaj
D C F

Slika 10.

Konstruiramo kvadrat BEFC nad stranicom
BC, a zatim konstruiramo jednakostrani¢an
ACFG tako da je tocka G u unutrasnjosti kva-
drata BEFC. Trokuti ABEG i AABP su sukla-
dni, takoder ABCP = ABCG (sks: BC zaje-
dni¢ka, |PB| = |BG|, 4PBC = 4CBG =
75°). Na osnovu toga je |[PC| = |BC]|.

2. Pri¢a druga

Ako jedan zadatak moZemo rijeSiti nadopu-
nom na 11 razli¢itih nacina i pritom je svaka
nadopuna jednakostrani¢an trokut, interesant-
no ga je pogledati.

Zadatak: Dan je jednakokracan trokut ABC,
|AC| = |BC|, SACB = 20°. Na stranici AC
dana je tocka D tako da je |CD| = |AB|. Izra-
Cunajte <CBD.

C
1. rjeSenje

A B
Slika 11.
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1. Nad stranicom AB konstruiramo jednako-
stranican trokut ABE, spojimo tocke E i C.

2. AAEC = AEBC(sks) = JECA =
JECB = 10°

3. ACDB = AEBC(sks) = 4 CBD = 10°.

2. rjeSenje c
D
F
A B
E
Slika 12.

1. Nad stranicom AB s vanjske strane kons-
truiramo jednakostrani¢ni trokut ABE.

2. Na stranici BC uzmemo to¢ku F tako da je
|CD| = |FD|. Spojimo tocke F i E.

3. Kako je |[CD| = |FD| = |AB| i <CDF =
JCAE = 140°, ¢etverokut AEFD je paralelo-
gram.

4. JFEB = YBFE = 20° = |BE| = |FB|

5. Kako je |BE| = |FB| = |[FD| i <DFB =
160°, slijedi da je SCBD = 10°.

3. rjesenje c

~

A
Slika 13.

S+

1. Nad stranicom AB konstruiramo jednako-
strani¢ni trokut ABE. Spojimo tocke D i E.

2. Na stranici BC uzmemo to¢ku F tako da je
|CD| = |FD|.

3. Kako je JFBE = <JCFD = 20° i
|BE| = |FD|, slijedi da je ¢etverokut BFDE

paralelogram.

4. Iz JEAD = JEDA = 20°, slijedi da je
|AE| = |ED|, tj. ¢etverokut BFDE je romb.

5. AEDB = DBF(8s) = 4CBD = 10°.

C
D
F
E
A B

Slika 14.

4. rjeSenje

1. Konstruiramo jednakostranican trokut BEF
tako da je |BE| = |AB).

2. Ako spojimo F i D, uocavamo da je
|CD| = |DF|, (dokazite)!

3. Kako je XDFB = 160°(100 + 60) i
|BF| = |DF|, slijedi da je <CBD = 10°.

C
Eﬁlr
D

A B
Slika 15.

5. rjeSenje

1. Konstruiramo jednakostrani¢ni trokut EFC
tako da je ¥DCE = 20° i |EC| = |AB].

Matematika i skola



2. Kako je |[EF| = |AB| i SCMN =
JCNM = 80°, slijedi da je ABEF je para-
lelogram.

3. Iz sukladnosti trokuta EMC i CNF te AME
i BFN, slijedi da je ABFE je pravokutnik.

4. ACDB = ACBF(sks) = 4CBD = 10°.

C E
Nﬁ
A B

Slika 16.

6. rjeSenje

1. Konstruiramo jednakostrani¢ni trokut CFE
tako da je YFCB = 20° i |CE| = |AB].

2. Kako je |CE| = |AB| i ¥ECA = 100°, to
je ABEC paralelogram.

3. ACBF = AFBE(sks) = 4 CBF = 10°.
4. ACBF = ACBD(sks) = 4CBD = 10°.

C
ﬁ&
A B

Slika 17.

7. rjeSenje

1. Nad stranicom AB konstruiramo jednako-
strani¢ni trokut ABE.

2. Cetverokut BCDE je jednakokradan trapez.
3. AAED je jednakokracan, |AE| = |ED|.

Mi§  godina VIIL., br. 37, 2006.

4. Kako je <DEB = 160° i |[ED| = |BE|, to
ie YEBD = 10°.

5. YDBC = 10°.

8. rjeSenje

A B
Slika 18.

1. Konstruiramo jednakostrani¢ni trokut CED
i povucimo BE.

2. AABC = AECB(sks) = JCEB = 80° i
YEBC = 20°.

3. ABDE = ABCD(sks) = <DBC = 10°.

9. rjeSenje E F

A B
Slika 19.

1. Konstruiramo u tocki C jednakostrani-
¢ni trokut ECF tako da je <FCB = 140° i
|CE| = |AB.

2. Spojimo Ei F' s D.

3. Cetverokut ABEF je pravokutnik, pa je
JAEF = {BFE = 90°.

4. ADCE i ADFC su jednakokracni te je
JCED = 4EDC = 20°, <DFC = 4CDF =
10°.
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S. AADE i ABDF su jednakokracéni te je
IDBF = {BFD = 20°.

6. Kako je SCBF = 10° slijedi da je
JIDBC = 10°.

10. rjeSenje C

A B
Slika 20.

1. Konstruiramo nad stranicom AC jednako-
strani¢ni trokut ACE.

2. ABCE je jednakokracan, |CE| = |BC|, pa
je SCBE = 70°, JBCE = 40°, JAEB =
10°.

3. ABCD = AABE(sks) = 4CBD = 10°.

11. rjeSenje

A B
Slika 21.

1. Konstruiramo nad stranicom BC jednako-
strani¢ni trokut BCE, spojimo D i E.

2. JACE = 80°.

3. AABC = ACDE(sks) = JCED = 20° i
IDE| = |AC| = |EB|.

4. ADBE je jednakokracan, i YDEB = 40°
pa je SDBE = JEDB = 70° = JCBD =
70° — 60° = 10°.

3. Prica treca

Pri rjeSavanju nekih geometrijskih zadata-
ka koriStenje mreZa (kvadratnih, pravokutnih,
trokutastih i drugih) nam omogudéava da ih
veoma efektno rijeSimo. Ideja je da geomet-
rijski lik, ili njegov dio, prekrijemo mreZom
tako da karakteristi¢ne tocke lika leZe u ¢vo-
rovima mreZe (toCke presjeka paralelnih pra-
vaca). Podudaranje karakteristi¢nih tocaka i
¢vorova, naravno, nije nuZno ve¢ ovisi o tome
§to zahtijeva odredeni zadatak.

Primjer 1. Zadan je kvadrat ABCD. Na stra-
nicama BC i CD zadane su redom tocke K i
M, tako da je |BK| = |KC| i |CM| = 2|DM|.
Izracunajte veli¢inu SMAK.

Rjesenje. Kako to¢ka K dijeli stranicu BC na
dvadijela, a tocka M stranicu CD na tri dijela,
na tom ¢emo kvadratu konstruirati kvadratnu
mrezu6 x 6 (2-3=06).

D M C
K
A B
Slika 22.

R / -
/A

A L B
Slika 23.

Na stranici CD odredimo tocku P tako da je
|CP| = |PM| = |DM|, a na stranici AB to-
¢ku L tako da je |CP| = |LB|. Duzina AK
sijee spojnicu PL u ¢voru kvadratne mreze
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N. Spojimo M s N. Kako su trokuti AALN
i AMNP sukladni (vidimo iz mreZe), slijedi
daje |AN| = |MN| i <LNA + SMNP = 90°.
Dakle i AANM je jednakokracan pravokutan,
paje SMAN = IMAK = 45°.

Primjer 2. Tocke D, E i F redom pripadaju
stranicama AB, BC, i CA jednakostrani¢nog
trokuta. Pritom je |DB| = |[EC| = |FA| =

1 S
gAB. DuZine AE, BF i CD se sijeku u to-

¢kama K, L1 M. Izracunajte povrSinu trokuta
AMKL pomocu povrsine trokuta AABC.

Rjesenje. Podijelimo stranice AB, BC i CA
trokuta AABC na tri jednaka dijela. Dobi-
venim to¢kama povucimo pravce paralelne s
pravcima AE, BF, CD. Takva mreZa sastoji
se od sukladnih trokuta. Vrhovi AMKL su
¢vorovi ove mreze.

Slika 25.

Neka je povr§ina AMKL jednaka P. Tada
je povrsina paralelograma AGBK jednaka 4P,
a povrSina AABK jednaka 2P (polovina po-
vrsine paralelograma). Analogno je povrSi-
na ABLC jednaka 2P i povr§ina ACMA jed-
naka 2P. Tada je povrSina AABC jednaka
2P + 2P + 2P + P = 7P, odnosno povrSina

1
AMKL iznosi = povrsine AABC.

Mis  godina VIlL., br. 37, 2006.

Primjer 3. Dan je kvadrat ABCD. Ako svaki
vrh kvadrata spojimo s polovistima stranica
kojima taj vrh ne pripada, dobijemo osmero-
kut PORSTUVX. Odredite odnos povrSine
osmerokuta i povrSine kvadrata.

Rjesenje. Koriste¢i sukladnost lako dokazu-
jemo da osmerokut PORSTUV X ima jednake
stranice, takoder da je PRTV kvadrat, a time
i da navedeni osmerokut ima jednake strani-
ce. Takoder je vidljivo da je tocka Q sje-
ciSte dijagonala pravokutnika ABFH, dakle

1
|QE| = Z|AB|’ analognoiza$, UiX.
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Slika 26. c
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Slika 27.

Povucimo kroz sve vrhove osmerokuta prav-
ce paralelne sa stranicama kvadrata, a zatim
mreZu “upotpunimo’ pravcima kroz polovista
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stranica PQ i OR paralelno s BC, te kroz po-
lovista stranica PX i XV paralelno s AB. Time
smo osmerokut prekrili kvadratnom mrezom
6 x 6. Podijelimo duzine QE, SF, UG i XH na
tri jednaka dijela i povucimo kroz njih pravce
da zavrSimo kvadratnu mreZu 12 x 12, koja
pokriva kvadrat ABCD ¢iji vrhovi leZe u nje-
zinim ¢vorovima. Neka je povrSina jednog
kvadrati¢a jednaka P. Tada je povrSina kva-
drata ABCD jednaka 144P. Kako su povr§ine
APQR, ARST, ATUV i AVXP jednake i iz-
nose 2P, a povrs§ina osmerokuta PORSTUVX
jednaka je zbroju povrSina tih trokuta plus po-
vrsina kvadrata PRTV, slijedi da je povrSina
tog osmerokuta jednaka 16P + 8P = 24P.

1
Dakle, povrSina osmerokuta jednaka je 3 po-
vrsine kvadrata.
Primjer 4. (Ponekad nije potrebno cijeli lik

prekriti mrezom nego samo jedan njegov dio,
kao sto pokazuje sljedeci primjer:)

Zadan je Siljastokutni trokut AABC. Tocke D
i E pripadaju redom stranicama AB i BC, tako
daje |AD| = |DB| i |BE| = 2|EC|. Odredite
odnos povrSina AFEC i Cetverokuta FDBE,
gdje je F presjek pravaca AE i CD.

RjeSenje.

Slika 28.

Podijelimo stranicu BC na tri jednaka dije-
la tako da je |CE| = |EG| = |GB|. Kako
je |JAD| = |DB| i |BG| = |GE]|, slijedi da je
duzina DG srednjica AABE i DG||FE, a duZi-
na FE srednjica ADGC, pa je |CF| = |FD|.
Povucimo pravce paralelne s AE kroz tocke

C, F, D i B, te pravce paralelne s CD kroz
tocke C, E, G 1 B. Dobivena mreZa sastav-
ljena je od sukladnih paralelograma. Neka
je povrsina jednog takvog paralelograma je/ -

P
dnaka P. Tadaje PFEC == 5, PMBC == 95

P
Kako je PDMB = 35, Sll]edl da je PFDBE =
P P P _P

Pysc—Ppm—Prec = 9= —3= — = =5,
MBC DMB FEC 92 32 2 D)

Dakle PFDBE = SPFEC-

Primjer 5. (Ponekad jedan dio lika moZemo
prekriti jednom mreZom, a drugi dio drugom
kao u sljedecem primjeru)

U konveksnom cetverokutu ABCD, P, Q, R
i S su redom polovista stranica AB, BC, CD
i DA. Poznato je da je povrsina etveroku-
ta PORS jednaka 1. Dokazite da je povrSina
cetverokuta ABCD jednaka 2.

RjeSenje.

Slika 29.

Sa slike vidimo da smo cetverokut ABCD pre-
krili s Cetiri razli¢ite mreZze. PovrSina Ce-
tverokuta XY RS jednaka je polovini povrSine
trokuta ACD, a povrSina Cetverokuta XPQY
polovini povrSine trokuta ABC. 1z toga slije-
di da je povrsina Cetverokuta ABCD jednaka
dvostrukoj povrSini ¢etverokuta PORS, dakle
jednaka je 2.

Matematika i Skola



