Zanimljiva matematikg

MoObiusova traka

Sandra Gracan, Zagreb

Obican list papira ima dvije strane i rub. 1. IzreZite od papira dugacku traku.
Napravite li od papira cilindar, i on ¢e ima-
ti dvije strane i dva ruba. PuZe li po papiru 4 B
mrav, on ¢e s jedne strane sti¢i na drugu je- Sl. 1.
dino ako prije@ rub. Sfera nema ruba, ali
takoter ima dvije strane, pa mrav moZe bi- 2. Zaokrenite jedan kraj trake za 180

ti zatoCen u njezinoj unutrasnjosti ili mez
puzati po njezinoj povrsini izvana. MoZete
li zamisliti plohu samo s jednom stranom i Sl. 2.
jednim rubom? Po takvoj bi plohi nas mrav
mogao puzati od bilo koje tocke do bilo ko-
je druge toCke, a da pritom niti jednom ne
prijede preko ruba.

Te¥ko je povjerovati da takva ploha po-
stoji. Nevjerojatno je i to Sto nitko nije za- Sl. 3.
pazio da takve plohe postoje sve dok 1858.
godine August Ferdinand dbius, njemaki
matematicar i astronom, nije opisao traku s
jednim poluokretom. Od tada jeddiusova
traka postala najpoznatija medaznim topo-

loskim igrackama. % ! %
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3. Zalijepite krajeve.
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Pokusate li olovkom nacrtati neprekidnu
liniju duZ ove trake, otkrit Cete kako traka ima
samo jednu stranu!

Topologija, Cetiri dimenzije
Kako je napraviti? i duhovi

Sve Sto vam treba je komad papira, malo

liepila, Skare i dobra volja. Bbbiusova tra- Jednostranost je samo jedno od néebic
ka je petlja s jednim poluokretom. Sljediec  nih topoloskih svojstava &biusove trake. O
nekoliko sli¢ica pombicte vam u izradi. stranama trake ili bilo koje dvodimenzionalne

* Traku je samo dva mjeseca ranije, neovisnodbiusu, otkrio i opisao jos jedan njemacki matematicar: J. B. Listing!
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plohe moZemo govoriti jedino ako je proma-
tramo u trodimenzionalnom prostor¢Ana-
logno tome, kad govorimo o unutarnjem i
vanjskom dijelu sfere, zapravo mislimo na
prostor koji ta sfera dijeli na dva dijela, ili kad
promatramo neku zatvorenu krivulju, jasno je
da mislimo na krivulju koja leZi u ravnini i
dijeli tu ravninu na dio unutar i izvan krivu-
lje.) Takva svojstva, usko vezana za prostor
u kojem se promatrani objekt nalazi, topolozi
nazivajuvanjskim svoj stvima.

Topologija je grana moderne matemati-
ke koja proucava neprekidnost. Bavi se sa-
mo onim svojstvima neke strukture koja osta-
ju nepromijenjenainvarijantng pri njezinim
neprekidnim transformacijama. Zamislite da
u ruci imate predmet od plastelina i da su
dozvoljene sve moguce deformacijpoput
gnjeCenja i rastezanjaosim “busenja rupa”

i kidanja dijelova pa lijepljenja na neko drugo
mjesto. $o god da napravite od tog predmeta
na opisani nacin, nova tvorevina bit e topo-
loski identiCha pocetnoj. Tako su sa stanevis
ta topologije bilo koji rub kvadrata, kruZnica
ili elipsa potpuno jednaki, cilindar je jednak
listu papira s rupom u sebi, a gumb s dvije
rupice topoloski je identan @lici za kavu s
dvjema ru¢kama.
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Sl. 4. Homeomorfni objekti

Da budemo precizniji, transformacija
koja Cuva topoloska svojstva neke strukture
mora se definirati kao neprekidno preslikava-
nje toCaka te strukture. Zato je sasvim mo-
guce da su dvije strukture topoloski jednake
(homeomorfne, kako bi rekli topologzEak i
ako u nasem trodimenzionalnom prostoru od
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jedne ne moZete napraviti drugu “deforma-
cijama od plastelina”. Jednostavan primjer
su dvije zrcalno simetfiee Mobiusove trake
— jedna zavrnuta na lijevu, a druga na desnu
stranu. One su homeomorfne. Isto vrijedi za
Mobiusovu traku i bilo koju traku s 3, 5 ili
viée neparnih poluokreté njihove zrcalne
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SI. 5. Trake s 1, 3, 0 i poluokreta

Homeomorfne su i sve trak@ njihove
zrcalne slikg s parnim brojem poluokreta, no
one se ipak razlikuju od traka s neparnim bro-
jem poluokreta(npr. po broju strana Kad
bismo Modbiusovu traku na tren umetnuli u
Cetverodimenzionalni prostor, bilo bi mogu-
Ce deformirati je i vratiti natrag u trodimen-
zionalni prostor kao traku s bilo kojim ne-
parnim brojem poluokreta ili zaokrenutu na
bilo koju stranu. Isto tako, traku bez okreta
(topoloski jednaku cilindru ili listu papira s
jednom rupom mogli bismo ubaciti u 4 di-
menzije, “zasukati” i vratiti u 3 dimenzije s
bilo kojim parnim brojem poluokreta i bilo
kojom zaokrenutosti.

Jasno? Paaa,. MoZda je lakSe za-
misljati duhove. Zamislite da trake nemaju
debljinu i da mogu prolaziti same kroz sebe.
Sada je moZda lakSe zamisliti kako se jedna
takva duh-traka, prolazeci kroz sebe mijenja
u neku drugu, topoloski jednaku formu. Nije
li? Eh...

Vratimo se mi Mybiusovoj traci.
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Bisekcija, trisekcija i trikovi

Napravite li od papirnate trake “obicni”
prsten, sasvim je jasno da se uzduznim re-
zanjem na dva dijela dobiju dva uZa prstena,
oba duljine jednake duljini po€etnog prstena.
Pokusajmo sada &biusovu traku razrezati
uzduZno po polovici. 8 mislite, dobiju li se
rezanjem dvije trake?

Pomalo neocekivano i gotovo poput ka-
kvog madonicarskog trika, rezanjem dbi-
usove trake na dva dijela dobijete uZzu, ali
jednu jedinu traku! Medtim, ta traka sada
ima dvije strane, dva ruba i dulja je dva puta
od pocetne Ndbiusove trake.

Sl. 6. Bisekcija Mbiusove trake

RazreZemo li dobivenu traku jo$ jedan-
put po polovini, rezultat su dvije trake me-
dusobno zapetljane u ¢vor, kao Sto se vidi na
sljedecoj slici.
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Sl. 7. Bisekcija po drugi put

Naravno da su se matematicari sada za-
pitali Sto se dogaa rezanjem trake s tri, pet,
sedam ili op€enito neparnim brojem poluok-
reta. Neka jen neparan broj poluokreta koje
smo nacinili pri spajanju trake. Kako je mo-
del umetnut u trodimenzionalni prostor, traka
¢e nakon rezanja imatin2t+ 2 poluokreta. Za
n = 1, novatrakaima 4 poluokreta, dakle pa-
ran broj, pa je homeomorfna s cilindrom. Za
n = 3, traka nakon rezanja ima 8 poluokreta
i svezana je u jednostavni ¢vor.

A Sto ako je broj poluokreta paran? Tra-
ke s parnim brojem poluokret®, 2, 4,..)
nakon bisekcije uvijek daju dvije trake, iden-
ticne pocetnojali uze). U trodimenzional-
nom prostoru od trake s parnihpoluokreta
nakon rezanja dobivamo dvije trake opet s
istih n poluokreta, koje su ntesobno pove-
zanen/2 puta. Tako Ce na primjer za= 4
nakon rezanja jedna traka biti dvaput omota-
na oko druge.

Zan = 2 rezultat bisekcije biti ¢e dvije
trake s dvama poluokretima, mesbbno spo-
jene poput dviju karika u lancu. Rastrgamo
li i bacimo jednu kariku, a drugu ponovo ra-
zreZemo na dva dijela, dobit éemo istu stvar.
Postupak bismo tako, teoretski, mogli ponav-
ljati unedogled, Sto je osnovna ideja jednog
starog matbniCarskog trika paranja platne-
nog turbana.
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A Zelite li i videmonstrirati ovo svojstvo  ¢ete dvaput obiéi duz trake jer nakon samo
i usput se poigrati ntadnicara, evo jos jed- jednog kruga necete stii u pocetnu tocku.
ne ideje. Nacinite veliku i Siroku papirnatu  Rezultat rezanja bit ¢e traka jednaka pocet-
traku i po sredini trake povucite crtu kistom noj, ali uZa, spojena s drugom, dvaput du-
umocenim u jaku vodenu otopinu potasium ljom trakom, jednakom onoj koju bismo do-
nitrata. Objesite traku na prst tako da ona bili bisekcijom pocetne trake, samo uzom.
visi na polovini svoje Sirine. Kada traku pri  Zan = 1, dakle kad se radi o dbiusovoj
dnu dotaknete Zarormpr. od cigaretg crta traci, trisekcija daje malu Bbiusovu traku
Ce se zapaliti i izgarati prema gore, sve dok se spojenu s duZzom dvostranom trakom s 4 po-
dva kraja ne spoje, a ha prstu ¢e nakon toga luokreta.

visjeti ili jedna velika ili dvije trake ili trake A kad u ruci ve€ imate rezultat trisekci-
zapetljane u Cvor, ovisno o tome je li pocetna je, pokusajte napraviti jos i ovo: presloZite
traka imala jedan, dva ili tri poluokreta. dvije dobivene trake u trostrukudiusovu
Na kraju, jo$ jedna neobiénost! Poku- traku. Pritom e u sredini, kao ugnife-
Sajte zamisliti'® ¢e se dogoditi prilikom tri-  na, biti mala Mbiusova traka, s obje strane

sekcije trake. Rez trebate zapoceti na tre¢ini “okruzena” duljom trakom. Neobi® je to
udaljenosti od jednog ruba trake. Prirezanju Sto izgleda kao da srednjadidiusova traka
cijelom duZinom razdvaja dvije vanjske tra-
ke. Isto ¢ete dobiti slozite li zajedno tri ravne
/ \ trake, primite ih kao jednu, napravite poluo-
kret i zatim pospajate odgovarajuce rubove.
' \ Izvodite i to pred auditorijem, opet moZete
' ispasti “faca”, jer nitko ne¢e pogoditi da ste
kao rezultat dobili dvije, a ne tri trake!

Sl. 9. Trostruka Mbiusova traka

Zanimljivo, zar ne? Figure koje se do-
bivaju rezanjem, nazivaju searadromski

pr stenovi.

Lijeva ili desna — pitanje je sad

Mobiusova traka jeeorijentabilnaplo-
ha. Neorijentabilnost je njezino unutarnje
svojstvo. Razmisljamo li o traci iskljiso

SI. 8. Trisekcija Mbiusove trake kao o plohi, zanemarivsi njezinu debljinu,

M 22,200 ©M O M@ 77




pred nama je zapravo dvodimenzionalan pro-
stor. Zamislite da u tom prostoru Zive mala
plosnata bi¢a koja se u toj plohi mogu kretati.
| zamislite jednog takvog kreatursg koji se
izdvoijio iz grupe svojih prijatelja i krenuo u
Setnju. On ¢e se nakon jednog kruga vratiti
u drustvo, ali njegova lijeva strana je postala
desna i obratno. Drugim rijeima, kao da se
drustvu pridruZila njegova zrcalna slika, a ne
on sam! (Upamtite — stvorenja su u plohi, a
ne na njoj)

Topolozi su pronasli mnoge nedhie
neorijentabilne plohe. Primjeri orijentabil-
nih ploha su cilindar i torus, a na slici mez
te vidjeti tri neobi¢ne neorijentabilne plohe:
Kleinovu bocu, Boyovu plohyotkrio ju je
njemacki matematicar Wernrer Bpyte Ri-
msku plohu.

SI. 10. Kleinova boca

Sl. 11. Boyova ploha

/8

Sl. 12. Rimska ploha

Te plohe nemaju ruba i sadrZze najmanje
jednu Mbbiusovu traku. Iz bilo koje neorijen-
tabilne plohe uvijek se moze izrezatoblu-
sova traka. Tako se npr. Kleinova boca oz
razrezati na dvije Kdbiusove trake.

R

ToCke i spajanje

Sljedece interesantno svojstv@Muso-
ve trake ima veze s teorijom grafova. U rav-
nini ili na bilo kojoj plohi s parnim brojem
poluokreta, najveci broj toCaka koje se me-
dusobno mogu spojiti neprekidnim linijama
tako da se te linije ne sijeku jest Cetiri. S pet
toCaka to je nemogec

Sl. 13. Povezivanje toCaka

Na Mobiusovoj se traci Cak 6 toCaka mo-
Ze medisobno spojiti neprekidnim linijama
koje se nigdje ne sijeku. Na slici pogledajte
dva naCina. Pritom ponovo moramo pretpo-
staviti da je debljina trake nula, i na linije
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treba misliti kao da su crtane tintom koja se
upila u papir i probila na drugu strarili pak
radite s prozirnim trakama
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Sl. 14. Nacini spajanja Sest toCaka
bez presijecanja spojnica

R

Ipak malo “prave” matematike

Evo i malo formula. Parametarske jed-
nadbe Mobiusove trake debljing = 0, §-
rine 2p i savijene u krug radijus®, glase
ovako:

X = [R+ scos(%t)] cost

1 .
y = [R+ scos(EI)] sint
vt
zZ= ssm<§t>,
gdjejese [—-p,p|it € [0, 2r).

Pitam se, pitam: moZe li se u Sketchpadu
napravitianimacija? Pozivam s@ketchpad-
oljupce da pokusaju! Pomo¢ potraZzite na
http://www.cut-the-knot.com/
do_you_know/moebius.shtml

i http://astronomy.swin.edu.ay/
~pbourke/surfaces/mobius/.
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Sl. 15. Mbbiusova traka

A Zelite liizraCunati duljinu rub&opseg
Mobiusove trake, morate integrirati kompli-
ciranu funkciju:

ds = J)Wy’2
= [%Gp“coé‘(%t)Jr{ [R+ pcos(%t)] cost

- %psin(%t) sint}4 + {Rsint

3efon(Gr) - as( 3]}

od 0 do 4, Sto se ndalost ne moZe napravi-
ti u zatvorenoj formi. lako se ploha zatvara
zat = 2, rub je napravio tek pola puta —
potrebno je prijeci joS dodatnihz2da se rub
zatvori.

d

Sl. 16. Opseg trake
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August Ferdinand fbius roen je
17. studenog 1790. g. u mjestu Schulpforta,
Njemacka.

Do svoje 13. godine ucio je kod ku-
¢e, a od 1803. godine poteanl je mjesnu
skolu. Vec tada je pokazivao zanimanje za
matematiku. Maturirao je 1809. godine i
odlazi na studij u Leipzig. Zapocinje studij
prava po Zelji svoje obitelji, no usred prve
godine studija prebacuje se na studij mate-
matike, astronomije i fizike. 1813. godine
odlazi studirati astronomiju u @@ingen,

k velikom astronomu i matematicaru Ga-
ussu, tadasnjem direktoru Opservatorija u
Gottingenu. Gauss zatim saljedHiusa na
studij matematike k svom profesoru Johan-
nu Pfaffu u Halle. 1815. godine dbius je
doktorirao i od 1816. godine postaje izvan-
redni profesor na Sveucilistu u Leipzigu.

No, njegovo promaknuce u redovnog
profesora nije islo tako brzo. Naime, poka-
zalo se da Mbius nije bio dobar predavac
Sto mu je prilicno oteZavalo Zivot. Bio je
prisilien svoje satove davati besplatno sa-
mo da bi privukao studente. NodWius
je bio vrstan istrawac i znanstvenik i, kad
1844. godine dobiva poziv da se prebaci na
Sveuciliste u Jeni, njegovo Sveucibsnu
konacno dodjeljuje titulu redovnog profe-
sora.

Pored matematickih, objavio je i niz
vamih radova iz astronomije. Njegovo ime
vezano je uz nekoliko vaznih matematickih
objekata, kaote je Mobiusova funkcija,
Mobiusova formula inverzije te ébiusova
mreZa. Gotovo svi njegovi clanci objavije-
ni su u Crelleovom casopisu, prvom caso-
pisu koji je posvecen iskljucivo matemati-
ci. Zanimao se za topologiju, a u svojim
memoarima otkrivenima tek nakon njego-
ve smrti, opisivao je svojstva jednostranih
ploha.

Umro je u Leipzigu 26. rujna 1868.
godine.
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Mobiusova traka u svakodnevnom
Zivotu

Maobiusova traka ima i svoju prakti¢nu pri-
mjenu. Mnogi izumi temelje se na svojstvu
jednostranosti NMbiusove trake. 1923. godine
Lee De Forest izumio je patent zadidiusovu
filmsku vrpcu koja snima zvuk na obje “stra-
ne”. Ista ideja primjenjivala se i kod dobrih
starih kazeta tako da ste muziku slusali dvostruko
dulje. U tvornicama su pokretne trake spojene
poput Mobiusove da bi trajale dulje. &biusovu
traku Koriste i fiziCari. 1963. godine Richard L.
Davis izumio je nereaktivni otpornik. Obla@a
metalnu traku s obje strane nevodljivom trakom i
formirajuci trostruku Mdbiusovu traku, Davis je
otkrio da prilikom protoka elektrona kroz metal
u oba smjerdelektroni prolaze sami kroz sehe
traka ima razna poZeljna elektroniCka svojstva.

Mobiusova traka opcinila je i mnoge umjet-
nike. Jedna velika Kbiusova traka postavljena
je na rotirajuce postolje ispred ulaza u Muzej
Eovijesti i tehnologije u Washingtonu.vigarski

ipar Max Bill napravio je mnogo apstraktnih
radova na temu NKbiusove trake. Graficari je
Cesto koriste u svojim radovima, a postala je
besmrtna zahvaljujuci grafikama M. C. Eschera.
1967. godine u Brazilu je izdana marka u Cast
matematickog kongresa na kojoj je biladikdiu-
sova traka. Traka se nasla i na belgijskoj marki
iz 1969. godine.

Maobiusova ploha sredisnja je tema i u mno-
gim SF pricama(npr. “Zid tmine” Arthura C.
Clarka). | na internetu Cete pronaci mnogo
zanimljivih stranica na temu Bbiusove trake.
Stranice su bogate lijepim slikama, ima jedno-
stavnih opisa, ali i “viSe” matematike. Na nekima
od njih moZete ¢ak odgledati filmi¢e, a moZete
pronaci i pravila za igranje Saha nadliiusovoj
traci!l!

A za kraj jedna ideja za lijepu Bamnu
Cestitku: duzMobiusove trake ispisite rijeci po-
put: “beskrajna radost”, onoliko puta koliko vam
stane na traku. Primatelj ¢e, vrteci traku, Thoc
procCitati vas Gestitku beskonacno mnogo puta.
Interesantno je da Ce rijeCi koje se Citaju uvijek
dolaziti uspravne, iako su “s druge strane” slova
naglavake.
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