Skolsko natjecanje u
matematici, 2003./2004.
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l. razred

1. Koja je posljednja znamenka zbroja
34+ F+F .. 3P

2. Ako je
(XY 2y—x)\ (1 1
ey)= (Xz—xy xy—y2> ' <X3+y3>’
izraCunaj
1 1
r(3a) 1 (21).

3. Kolika je povrsina dijela ravnine koji
je odretkn sustavom nejedndoizx —y + 2 >
0,x—y—3<0,x—3<0,3%+2y+6>0?

4. Ako je

2 1
f(X):\/l_erlJr X+ 1)2’

izracunajf (1 — v/2).

5. Nad stranicama trokuta& ABC kon-
struirani su polukrugovi Cije su povrsine jed-
nake 9, 16z i 257. Kolika je povrSina tro-
kuta AABC?
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Il. razred

1. lzraCunaj:

S, = 1-2i+3i°—4i%+...—100%°+101%°,

2. Ako je x realan broj, odredi skup svih
vrijednosti funkcije

x2 -1
f(x) = 2 X1
3. Odredi realni brojb za koji su oba
rieSenja jednadze x* + bx + 101 = 0 cijeli
brojevi.

4. Odredi kutove pravokutnog trokuta
ako za njegove kateti b vrijedi jednakost
a®+b?> 5

ab 2

5. TotkaD je noZste visine spustene iz
vrha A na krak BC jednakokra¢nog trokuta
ABC Ako je |AC| + |CD| = 2(|AB| + |BDJ),
koliki su kutovi tog trokuta?
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Ill. razred

1. Ako za duljine stranica trokuta vrije-
di (a+ b+ c)(a+b—c) = 3ab odredi kut
nasuprot stranice.

2. Graficki prikaZi funkciju

f(x) = sinx - VSi?x — cosx - V coZ X.

3. Akoje sino +coso = X, te sif a +
cos a =y, izraziy kao funkciju odx.

4. Odredi realne brojevei y iz sustava
. o 5. B
jednadzbi: logy + log, x = > ix-y=4.

5. NastranicABjednakostrani¢nog tro-
kuta AABC odabrana je td@D te su iz nje
spustene okomice na stranid€ i BC. No-
ZiSta tih okomica su tde M i N. Uz koji
poloZaj todke D duzinaMN ima najkracu du-
ljinu?

R

IV. razred

1. Koja je posljednja znamenka zbroja
1421434 ... 4 100!?

2. Koliko racionalnih ¢lanovaimau ras-
pisu potencijg¥/3 + v/2)182

. n
3. Neka jex; = 1, te xp = , za
] . ) Xn—1
svakin > 1. IzraCunajx; - Xo - X3+ - Xon.

4. Odredi pozitivan brojx za koji su
{x}, [x] i x tri uzastopna €lana geometrijs-
kog niza.

Napomena:svaki se realni brok mo-
Ze zapisati u oblikx = |x] + {x}, gd|je je
|x| najveci cijeli broj koji nije vétod x, a
{x} € [0, 1) je “decimalni dio” brojax.

5. Odredi najvecCu vrijednost koli¢nika

y ako sux i y realni brojevi koji zadovolja-

X
vaju uvjet(x — 3)? + (y — 3)> = 6.

RjeSenja

|.razred

1. Posljednje znamenke brojev& Berio-

dicki se ponavljaju. Tako je posljednjaznamenka pg 20.

broja 3**! broj 3, posljednja znamenka 0d3?
je 9, posliednja znamenka 0432 je 7, a od 3¢

3. Cetverokut je trapez. Njegova je pdixs

roj 1. Kad se zbroje Cetiri uzastopne potencije
broja 3, posljiednja znamenka tog zbroja je 0. U
nasem je zbroju 8 skupina po Cetiri uzastopne
potencije od 3, i jos k tome potencij&3 Cije-
lom je zbroju posljednja znamenka ista kao i toj
potenciji, dakle 3.

x2y? 1
¥—y2 71N2  /1\2
5)-G)
1 1 36
r(19)1(22)-- 2
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2. I(x,y)=




4. 5. Ozna¢imgBD| = x, pajeb+ (b—x) =

2
2 we .
2(a+ x). Odatle slijedix = = (b — a).
f(x)= 1—i =[1— 1_|x ( ) ] 3( )
X+1 X+1 xX+1 ) X 2 —a
Isadalmamocoa:azé-T:
f-va)= [V - | A2 2 (b_\_2( 1 \.I1 2
2-V2| |V2V2-1) 3 \a - 3 \2cosx - 2coso 3
‘ 1 1
=|l-—|=—=. c
V2| V2 A
5. Stranice trokuta imaju duljina = 6v/2, b-x
b= 8y2ic=10/2. Prema obratu Pitagori- b
na poucka taj je trokut pravokutan i njegova je 2D
povrSina jednaka 48.
X
Il.razred a
1. Svi ¢lanovi ove sume koji sadrZe parne 4 ¢ B
potencije imaginarne jedinice Cinit ¢e realni dio ] o
komgleksnog broja, zbroj&,. Ostali ¢e pribroj- Tako dolazimo do kvadratne jedndmz
nici biti imaginarni brojevi i njihov zbroj date 3cofa +2cosa —1=0.
imaginarni dio rezultata. _ Ova jednadZba ima dva rjeSenja od kajih je
Imamo dakle: RgS,) = 1+ 3%+ ... + jedno negativan broj pa otpadleut uz osnovicu
1040 = (1 -3+4+5-7+...—99+ 101 = jednakokra¢nog trokuta ne mozZe biti jurugo
(-2)+ (=2)+ (-2) +...(-2) + 101 = 25- je riesenje cos = 1, te jea &~ 70°31.
(—2) +101=51
I daljie, Im(S,) = —2+4—-6+8—...— [ll.razred
98+ 100=2-25=50.
Dakle,S, = 51+ 50i. 1. Iz danog uvjeta slijed{a + b)? — ¢? =
- o 3ab, a odatle jec? = a2 + b? — ab
2. Treba odrediti sva za koje je ] D.
2 4 Dakle, 2coy = —1. Tako jey = 120°.
X —
2—x+1 a 2. Zapisimo funkciju na sljedec¢i nacin:
Iz ove posliednje jednakosti slijeda — 1)x? — f(x) = sinx - | sinx| — cosx - | cosx|
ax+a+ 1= 0. | sada valja rijesiti problem: -
za koje sve realne ova jednadzba ima realna —cos%, k-2r<x<(4k+1)=
rjieSenja? 2
T
Iz uvjetaD > 0 slijedi |a] < \%, odnosno B 1 (4k + 1)§ <X<(k+1)r
—igagi. cos%, (k+lr<x<(4k+3)=
V3 V3 1 4 +3)F <x<k-2
3. 1zx1-X2 = 101 jerje broj 101 prost broj, [ (4k+3)7 sx<k-2n
slijedix; = 1, x, = 1011lix; = =1, x, = =101
Dakle,b = —102ilib = 102 y
4. Iz danog uvjeta slijedi & + 2b? = 5ab.
Podijelimo li tu jednakost s#®?, dobit ¢emo
2. (3 -5.2,2-0 TN
(p) ~s 520 VAN A
To je zapravo kvadratna jedndztg oo — R VA 2
5tga + 2 = 0, Cija su rjesenja tg = 2 ili -1
tgo = 0.5.

Slijedi o = 63°26 ili o = 26°34. No radi
se o0 jednom rjesenju, pri Cemu su ova rjesenja

dva $iljasta kuta trokuta. 3.y =sin o+ cos = (sina + cosa) -

(sir? o —sino-cosa 4-cog X) = (sina+coso)-
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- (=(sino + cosa)? + 3(sif a + cof ar)) =
-x24+3 x-x
2 2
4. Uvedimo zamjenw = log, y, pa prva
jednadZba dobiva oblik# —5u+2 = 0. Njezina
su rieSenjai=2, u= 3.
Dakle, logy = 2, te jey = x?. Nakon
uvrstenja u drugu jednadZbu dobije se= V4.

Zatim nalazimoy = 2/2.
Sli€no postupimo i s drugim rjeSenjem,
u= %, sto daje simetricno rjeSenje xayy.

X NIl

Konacno, x = 4.y = 232 ili x =
2V2,y= VA4

5. Ozna¢imdAD| = x, ondaje|BD| = a—
x. Tada je|DM| = x_\2/§ DN| = W.

Izrazimo|MN| pomow Poucka o kosinusu
IMNJ? = |MD|? + |DN|?> — 2 [MD]| - DN

cos120 = ;;:(x2 —ax+ a?).

¢

A X D a-x B

Ova funkcija dobiva najmanju vrijednost za

a : 3
X = E.Tadaje|MN| =a
IV. razred

1. Svi brojevi oblikan! zan > 5 zaviava-

ju nulom. Zato je posljednja znamenka zbroja

11+ 2+ 3!+ ... + 100! ujedno i posliednja
znamenka zbroja H 2! + 3! + 41, ato je 3.
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2. Promatramo potenci}%.@18 “ i \/ik.
Te @ potencije biti cijeli brojevi ako je
k=0;6;12;18

U raspisu postoje 4 racionalna ¢lana.

3. Xp-X2-Xgz- - Xon = (X1-X2) - (X3-X4) - (X5
Xg) + (Xn—1:Xon) ==2-4-6---(2n) = 2"-nl.
Xo_ox X+, X
TRTWT W T
Ako je |x| > 2, slijeva ovoj jednakosti je
x|
{x}
Zatoje|x] =1([x] #0)

x] _ x

broj vetd od 2, a zdesna broj manji od 2.

Tako je, dakle 1+ {x} = {—)1(}7 te je
V-1 1 v6+1
{x}_T,teondax_m_ 5

5. Najveca vrijednost koliénik% je najve-
¢a vrijednost nagiba pravca koji prolazi ishtdis
tem koordinatnog sustava i koji sijece kruznicu
(x—3)24 (y—3)? = 6 utoi (x, y) te kruznice.
Jasno je da najveéi nagib ima tangenta na tu
kruznicu; ona je pravag = kx.

v

Tako dolazimo do jedndtie (k? + 1)x? —
6(k + 1)x + 12 = 0. Ona ima dvostruko riesenje
kad je njezina diskriminanta jednaka nuli.

Iz D = 0 slijedik? — 6k + 1 = 0. Od dvaju
rieSenja ove jednadZbe broj32v/2 je rjesenje
zadatka.
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