Nesumjerljivost
duzina

Darko Zubrinié

Cijele je brojeve stvorio dragi Bog, a sve ostalo djelo je ovjeka.
Leopold KRONECKER (1823. — 1891.)

Jedan od temeljnih matematickih poj-
mova, poznat jos starim Grcima u atkiic
vrijeme, jest sumijerljivost duzina. Za dvije
zadane duZine duljinai b kaZemo da ssu-
mjerljive ako postoji brojr > 0 tako da su
a i b cjelobrojni viSekratnici od. Drugim
rijeCima, zadane duZine mogu se “izmjeriti”
pomocu duljiner, ti. a = kri b = Ir, gdje
suki | prirodni brojevi. Sumjerljivost duzina
znaci da je omjer njihovih duljina racionalan
broj: a/b = k/I € Q.

Vet su stari Grci znali da postoje duZine
koje nisu sumijerljive. To otkri¢e iz oko godi-
ne 430. prije Krista, veZe se uz ime Pitagori-
nog uc¢enikaHipasa iz Metapontumayrada u
Velikoj Gr¢koj na jugu danasnje ltalije, koje
je bilo sjediste pitagorejaca. Ono se nije uk-
lapalo u filozofska gledanja Pitagorine Skole
i Cuvalo se kao najstroZa tajna. Navodno je
Hipas o tom svojem otkri¢u pripovijedao iz-
van vrlo strogog pitagorejskog kruga, pa je
za kaznu zadavljen u moru. Usput, spome-
nuti Hipas iz Metapontuma je navodno otkrio

h\74
ﬁ 17, 2002

* 9 gk o o B o%

i jedno od pet Platonovih tijela — dodekaedar
(oplosje mu je sastavljeno od 12 pravilnih pe-
terokutag. U literaturi se Hipasovo ime Cesto
navodi kao Hippasus iz Metapontuma.

Danas mnogi ucenici srednje skole zna-
du da osnovica i dijagonala kvadrata nisu su-
mijerljive duzine. Omijer njihovih duljina je
naime /2, a taj broj nije racionalanits se
lako dokazuje kontradikcijom. Prema nekim
izvorima Hipas iz Metapontuma je upravo na
tom primjeru otkrio postojanje iracionalnih
brojeva. Drugi izvori, kao Fritz von Kuift],
tvrde da je Hipas nesumijerljivost duZina prvi
puta otkrio na primjeru dijagonale i osnovice
pravilnog peterokuta.

Upravo s tim primjerom ¢emo se ovdje
pozabaviti. Pokazat ¢emo da su dijagonala
i osnovica pravilnog peterokuta doista nesu-
mijerljive duZine. Algebarski dokaz je vrlo
jednostavan, i svodi se na Cinjenicu da je om-
jer njinovih duljina jednak toeo (14++/5) /2.

Taj znameniti broj poznat je u arhitekturi i
umjetnosti kadboZanski omjeili zlatni broj,
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vidi [4]. Njegova iracionalnost slijedi odmah
iz ginjenice da je/5 iracionalan broj.

Cilj ovog ¢lanka je opisati sasvim kratak
vizualni dokaz nesumijerljivosti dijagonale i
osnovice pravilnog peterokuta, tj. bez upora-
be ikakve algebre. Dokaz je prvi puta objavio
jos 1945, g. Kurt von Fritz, koji je vjerovao
da je slican geometrijski dokaz mogao poz-
navati i spomenuti Hipas iz Metapontuma jos
u 5. stolje¢u prije Krista. Ovdje ¢emo pri-
kazati taj dokaz u malo doradom obliku,
koji je godine 1999. objavio Bill Casselman
u [1], pisua svoj kriticki osvrt o Tufteovoj
knjizi [3] posvecenoj vizualnim matematic
kim dokazima. V@ajuéi taj zanimljiv Clanak
bio sam zapanjen da se nesumjerljivostiduz
na moZe dobiti pukim “gledanjem”, gotovo
bez napora. Neki matematicari drze da je
tek otkriCem nesumijerljivih duZina prije oko
dvije i pol tisuée godina zapocCela povijest
(teorijske matematike u pravom smislu rije-
ci.

Dokaz nesumijerljivosti dijagonale i os-
novice pravilnog peterokuta provest ¢emo
kontradikcijom. Pretpostavimo suprotno, tj.
da su te dvije duZine sumjerljive. Drugim
rijecima, pretpostavimo da su im duljine cje-
lobrojni viSekratnici nekog broja > 0. Cil;
nam je do€i do protuslovlja.

U daljnjem krate piSemo samo “&s
kratnici” umjesto “cjelobrojni visekratnici”.
U dokazu ¢emo rabiti samo Cinjenicu da su
dijagonalad pravilnog peterokuta i nasup-
rotna stranica medusobno paralelne. Tom
je €injenicom zapravo i izraZzena “pravilnost”
peterokuta.
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Kako su po pretpostavci duljingi a vi-
Sekratniciod > 0, onda je d—avisekratnik
odr.

N

Interval na sredini dijagonale je takexd

viSekratnik od, jerjed—2(d—a) = 2a—d.

B

Taj interval je zapravo oshovica manjeg
peterokuta koji se dobiva u srediStu zvijezde
nakon ucrtavanja svih dijagonala pocetnog
peterokuta.
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Zeljanam je sada pokazati da ¢e ne samo
oshovica, nego i dijagonala manjeg peteroku-
ta biti viSekratnik odr. Istaknuti Cetverokut
na iducoj slici je romb, jer su mu nasuprotne
stranice paralelne s odgovaraju¢om osnovi-
com i dijagonalom manjeg peterokuta. Du-
liine stranica su jednake, jer su osnovica i de-
sha boc¢na stranice dvije dijagonale manjeg
peterokuta.
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ovaj ¢lanak. Svim CitateljimdS-a Zelim
vesele i blagoslovljene bane blagdane.

Uz naslov Clanka nalazi se pentagram s
likovima ptica i rozetama. Radi se o zna-
menitoj ploCi oltarne pregrade iz krunidbene
crkve kralja Zvonimira, sv. Petra u Solinu s
kraja XlI. st. Ugraena je kao ograda krs-
nog zdenca u krstioni¢iMali hram) Splitske

i

] ) _ _ katedrale.
Kako ve¢ znamo da je gornja osnovi-
ca duljined — a, to znaci da je i dijagonala | 2vori
manjeg peterokuta viSekratnik od Prema _ . .
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tome dobili smo manji peterokut Cija osnovi- knjizi E. R. Tuftea[3]), Notices of the AMS,
ca i dijagonala su opet viSekratnici od istog Volume 46, 1, str. 43-46
brojar. [2] Kurt von Fritz, The discovery of icommensura-

bility by Hippasus of MetapontuymAnnals of
Mathematicg1945), str. 242—-264

[3] Edward R. Tufte,Visual Explanations — Ima-
ges and Qunatities, Evidence and Narrative
Graphics Press, 1997.

[4] Darko Zubrinic, BoZanski ili zlatni omjer
Matemati¢ko-fizi¢ki list, XLIX, 2, str. 65-75.
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S ovim peterokutom moZemo nastaviti

istu pricu dalje. Njegove dijagonale odred KOLIKO SNIJEGA!
ju sljed€c (tre€i po reduy pravilni peterokut. !

U Sjedinjenim Americkim Dr-
Zavama vode paZljivu evidenciju o
najvecim visinama snijegdta je

W7 pao u nekom vremenskom razdo-
blju. Evo trenutacnih rekorda:
v U jednoj godini dana, u razdob-

lju od lipnja 1971. do lipnja 1972.
na Mount Raineru u blizini Seattlea,
u drZavi Washington palo je 28.5 m
snijega.

U Silver Lakeu u Coloradu u
jednom danu (za 24 sata) 1921. go-
dine palo je 193 cm snijega.

Najvise snijega, 991 cm, u mje-
sec dana palo je u Tamaracku u Ca-
liforniji u sijecnju 1911. godine.

Duljine njegove dijagonale i stranice su
opet viSekratnici od. Nastavljajuci tako da-
lie, dolazimo nakon dovoljno mnogo koraka
do vrlo malog peterokuta, Cija osnovica ¢
biti manja odr. To je meditim nemogue,
jer osnovica mora biti viSekratnik ad Ovim
protuslovljem je nesumijerljivost dijagonale i
osnovice pravilnog peterokuta dokazana.

Koristim prigodu izraziti zahvalnost prof.
Branimiru Daki¢u na sugestiji da se napis
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