
Matematika i računala

Mandelbrotov skup

Dodatni sadržaj uz nastavnu jedinicu
Kompleksna ravnina

Šime Šuljić, Pazin

“Nauk čiste matematike, u ob-
licima u kojima se sada razvija, mo-
že polagati pravo na to da je najori-
ginalnija tvorevina ljudskog duha.
Odmah za njom pravo na to mozˇe
polagati glazba.”

Alfred N. Whitehead

Imajući na umu potpunu apstraktnost
matematike, pitanje “sˇto će im�mi� to u ži-
votu trebati” uz pojedinu nastavnu jedinicu,
može ponekad zvučati vrlo bogohulno. Bez
obzira na primjenjivost matematičkih ideja,
koja u današnjem tehničkom svijetu nisu ni-
malo zanemariva, mnoga su matematička ot-
krića vrijedna spoznavanja i divljenja sama
po sebi. Unatoč tome, svi koji se bave podu-
čavanjem matematike znaju koliko je vazˇno
i korisno učeniku ukazati na primjenu mate-
matike i njenu povezanost s drugim granama
znanosti i života.

Kada sam se prvi puta sreo s pojmom
imaginarne jedinice, brojem koji kvadriran
daje vrijednost�1, skupom svih kompleks-
nih brojeva i pridruživanjem tih brojeva tocˇ-

kama ravnine, odmah sam prihvatio tu “ig-
ru” i s velikim zadovoljstvom vršio računske
operacije s kompleksnim brojevima ne ma-
reći ni za kakvu primjenu. Najmanje sam
mogao misliti da ću to moći povezati s ne-
kakvim nezamislivo lijepim slikama. Man-
delbrotov skup još nije bio ni otkriven. Danas
znamo za otkriće Benoita Mandelbrota, sna-
žna računala s monitorima visoke rezolucije
u boji su svuda oko nas, predmet informati-
ka je redovan školski predmet, a na Internetu
više od sedamsto tisuća dokumenata sadrzˇi
riječ fraktal. Samo ako namjerno želimo za-
tvoriti oči pred božanski lijepim prizorima
iz Mandelbrotovog i Julijinih skupova, nec´e-
mo povezati nastavnu cjelinu o kompleksnim
brojevima s tim objektima, s Internetom, s ra-
čunalima i programiranjem. Pritom je manje
važno da li ćemo u stupac “Korelativne ve-
ze” upisati fraktalna geometrija, informatika
i programiranje, jer će svakom nastavniku,
koji je shvatio obrazac nastajanja Mandelb-
rotovog skupa, misli same bježati na predivne
slike dočim se počne govoriti o kompleksnoj
ravnini. Puno mi se čini važnijim kako ucˇe-
nicima pružiti kvalitetnu informaciju o tom
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neobveznom sadržaju. Današnji učenici su
u velikoj mjeri okrenuti informatičkoj tehno-
logiji i Internetu pa će se s pojmom fraktal
sresti prije ili kasnije, a kako je riječ o ma-
tematičkom pojmu najbolje je da se s njim
sretnu u nastavi matematike.

Medutim, čisto verbalni �predavacˇki�
pristup ovoj temi nije baš prihvatljivo iz visˇe
razloga. Današnji učenici primaju mnosˇtvo
informacija svakodnevno i prisiljeni su vec´i-
nu informacija primiti povrsˇno i�ili odmah
odbaciti. Ako informacija nije lijepo “upaki-
rana”, najvjerojatnije neće probiti ucˇenikove
“filtre”. Moramo shvatiti da je definitivno
prošlo vrijeme kada je ono sˇto je učitelj rekao
u školi ostalo u sjećanju kao dugo pamtljiva
činjenica. Više nego ikada prije dolazi do iz-
ražaja poslovica reci mi — zaboravit ću, po-
kaži mi — shvatit ću, uključi me — naucˇit ću.
Riječima je vrlo teško opisati slike Mandelb-
rotovog skupa. Doduše, u knjizi “Kaos —
radanje nove znanosti” Jamesa Gleicka naila-
zimo na krasan opis Mandelbrotovog skupa:
“Mandelbrotov skup je najsloženiji objekt u
matematici, vole reći njegovo štovatelji. Vje-
čnost nije dovoljna da ga se cijelog pregleda,
njegovi diskovi načičkani su bodljikavim tr-
njem, njegove spirale i vlakna vijugaju uoko-
lo i prema van, noseći mjehuraste molekule
koje vise, beskrajno raznolike, kao grozdovi
na Božjoj lozi. Promatran u boji, kroz pode-
sivi prozor računalnog zaslona, Mandelbro-
tov skup izgleda fraktalniji od fraktala, toliko
je bogata njegova složenost u raznim mje-
rilima. Popis različitih slika unutar njega
ili numerički opis obrisa skupa zahtijevao bi
beskonačno mnogo informacija. Ali, tu pos-
toji paradoks: da bismo poslali potpuni opis
skupa putem prijenosne veze, potrebno je tek
nekoliko desetaka kodnih znakova. Sažeti ra-
čunalni program sadrži dovoljno informacija
da reproducira čitav skup. Oni koji su prvi
shvatili način na koji skup miješa složenost i
jednostavnost bili su zatečeni — čak i Man-
delbrot.” No, i ovakav opis dobiva svoj puni
smisao tek kada se slike vide i bit shvati.

Da bismo vidjeli i istraživali Mandelbro-
tov skup dovoljno nam je računalo i program
koji generira Mandelbrotov skup, a takvih na
Internetu ima obilje i to besplatno. Medutim,
iako možemo reći da su danas računala pos-
vuda oko nas, moramo isto tako konstatirati
da ih nažalost nema u matematičkim učio-
nicama. Osim toga, na satima matematike
je premalo vremena i za obvezatne sadržaje.
Kako onda bez osnovnih tehničkih pretpos-
tavki i u nedostatku vremena približiti učeni-
cima ovu materiju koja nikog ne ostavlja rav-
nodušnim? Mogući izlaz nalazim u ponudi
učenicima radno-informativnih listića za sa-
mostalno proučavanje i rad na računalu kod
kuće ili u školi.

Predvidena su dva listića koja se ne da-
ju istovremeno. Zbog minimalnih trosˇkova
kopiranja i jednostavnosti rada sadržaj poje-
dinog dijela ne prelazi format A4. Cilj pr-
vog lista je sa slikama zaintrigirati učenika,
navesti ga da upornim izračunom uz pomoć
tehnike uoči razliku medu brojevima koji se
podvrgavaju iterativnom postupku i da posje-
ti ponudene URL adrese radi provjere svojih
rezultata. Posjetom ponudenim web strani-
cama učenik će kroz igru, računski i graficˇki
predočiti razliku izmedu ograničenih i neo-
graničenih nizova iteracija. Neobvezan cilj
ovog neobveznog zadatka jest ponukati na
programersko rješenje jednog matematicˇkog
problema, ako je učenik tome vičan.

Drugi radni list predviden je za samo one
učenike, koji su riješili tablicu na prvom lis-
tu. Ako učenik nije uložio napor u uzastopno,
uporno kvadriranje i zbrajanje kompleksnih
brojeva, onda je upitno koliko je shvatio ma-
tematičku bit problema. K tome, učenik treba
dobiti poruku da ono što se radi računalom
ne mora biti samo površna zabava. Sadržajno
list sadrži rezultate tablice s prethodnog lista
za one učenike koji nisu imali prilike provje-
riti rezultat putem Interneta. Slijedi prilicˇno
“slobodna” definicija Mandelbrotovog skupa
uz pretpostavku da će pojam ograničenosti
učenici intuitivno shvatiti. Potom imamo ne-
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koliko natuknica tehničke naravi za one koji
će razmišljati o procesu koji se zbiva u racˇu-
nalu i koji bi se mogli okušati u programira-
nju. Nešto URL adresa koje upućuju na pro-
grame i sadržaje o fraktalima vrlo su vazˇne
jer učenicima olakšavaju lutanje Internetom.
Ujedno odabrane stranice pokazuju što ra-
de njihovi vršnjaci. Informacija o programu
ThinkQuestkojeg zastupa hrvatska akadems-
ka i istraživačka mreža je svojevrsna buba u
uho. Taj atraktivan program bi u MiSˇ-u zahti-
jevao opširniji prikaz, tim visˇe što su hrvatski
učenici već sudjelovali u njemu s matematicˇ-
kim sadržajima. Drugi list zavrsˇava s četiri
slike Julijinih skupova sa zadatkom da učenik
sam istraži kako se ista formula sada primje-
njuje.

Može li ovakav oblik komunikacije s
učenikom biti od koristi? Ovaj mali ekspe-
riment bi kroz praksu tek trebalo provjeriti.
Možda je sve lakše kroz usmenu komunika-

ciju, ali svjesni smo da u redovni sat matema-
tike ne možemo ugurati još i to. Moglo bi se
ovakve sadržaje dati na dodatnoj nastavi za
napredne, ali bolje će se uvažiti princip pra-
vednosti, koji kaže da se visoka očekivanja i
snažna podrška trebaju odnositi na sve ucˇe-
nike �Principi i standardiNCTM-a�. Osim
toga dodatna nastava na mnogim školama ni-
je ni organizirana ili je njome obuhvaćen tek
mali broj učenika. Imajmo na umu i impe-
rativ trenutka, a taj je da nasˇi učenici moraju
naučiti sami učiti. Mnogi koji su gledali slike
fraktala i čitali Gleickov “Kaos” ostali su du-
boko zadivljeni tvrdeći da im se promijenio
pogled na svijet oko sebe. Vjerujem da ne bi
ostali ravnodušni ni nasˇi učenici.

Radni listovi u izvornom formatu dos-
tupni su za preuzimanje na stranicama mail
liste Nastava matematike. Svaka povratna
informacija mi je dragocijena.

sime�suljic�pu�hinet�hr

Benoit Mandelbrot,
začetnik je ideja o kaosu i fraktalima. Njego-

va knjiga “The Fractal Geometry” (1982) nezao-
bilazna je literatura za svakoga tko se želi uputiti
u ovo suvremeno znanstveno područje, podrucˇje
koje objedinjuje najrazličitije ideje i probleme te
daje jedan novi pogled na svijet koji nas okruzˇu-
je.

Mandelbrot je roden 1924. u Varšavi. Nje-
gova se obitelj 1936. iseljava u Francusku gdje on
pod utjecajem svojeg ujaka, profesora matemati-
ke, i sam studira matematiku. Nakon završenog
studija na Ecole Polytechnique odlazi u Sjedinje-
ne Američke Države. Radi u čuvenom IBM-u,
gdje uz potpunu istrazˇivačku slobodu stvara svo-
je radove o fraktalima. I sama riječ “fraktal”
njegov je odabir.

Danas je Mandelbrot profesor na Yaleu, jed-
nom od najuglednijih američkih sveučilišta.
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