Matematika i radunalg

Mandelbrotov skup

Dodatni sadrzaj uz nastavnu
Kompleksna ravnina

Sime Qulji¢, Pazin

“Nauk ciste matematike, u ob-
licima u kojima se sada razvija, mo-
Ze polagati pravo nato da je najori-
ginalnija tvorevina ljudskog duha.
Odmah za njom pravo na to Moz
polagati glazba”

Alfred N. Whitehead

Imaju¢i na umu potpunu apstraktnost
matematike, pitanjete ¢e im(mi) to u -
votu trebati” uz pojedinu nastavnu jedinicu,
moZe ponekad zvucati vrlo bogohulno. Bez
obzira na primjenjivost matematickih ideja,
koja u danasnjem tehni¢kom svijetu nisu ni-
malo zanemariva, mnoga su matematicka ot-
krica vrijedna spoznavanja i divljenja sama
po sebi. Unato¢ tome, svi koji se bave podu-
¢avanjem matematike znaju koliko je vewx
i korisno uc¢eniku ukazati na primjenu mate-
matike i njenu povezanost s drugim granama
znanosti i Zivota.

Kada sam se prvi puta sreo s pojmom
imaginarne jedinice, brojem koji kvadriran
daje vrijednost—1, skupom svih kompleks-
nih brojeva i pridruZivanjem tih brojeva tec
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jedinicu

kama ravnine, odmah sam prihvatio tu “ig-
ru” i s velikim zadovoljstvom vrsio racunske
operacije s kompleksnim brojevima ne ma-
re€i ni za kakvu primjenu. Najmanje sam
mogao misliti da ¢u to moci povezati s ne-
kakvim nezamislivo lijepim slikama. Man-
delbrotov skup jos nije bio ni otkriven. Danas
znamo za otkriCe Benoita Mandelbrota, sna-
Zna raCunala s monitorima visoke rezolucije
u boji su svuda oko nas, predmet informati-
ka je redovan Skolski predmet, a na Internetu
vise od sedamsto tisuca dokumenata Sadrz
rijec fraktal. Samo ako namjerno Zelimo za-
tvoriti oCi pred bozanski lijepim prizorima
iz Mandelbrotovog i Julijinih skupova, hee
mo povezati nastavnu cjelinu o kompleksnim
brojevima s tim objektima, s Internetom, s ra-
cunalima i programiranjem. Pritom je manje
vamo da li ®@mo u stupac “Korelativhe ve-
ze” upisati fraktalna geometrija, informatika

i programiranje, jer ¢e svakom nastavniku,
koji je shvatio obrazac nastajanja Mandelb-
rotovog skupa, misli same bjeZati na predivne
slike doCim se pocne govoriti o kompleksnoj
ravnini. Puno mi se ¢ini vaznijim kako ae
nicima pruZziti kvalitetnu informaciju o tom
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neobveznom sadrZaju. Danasnji u¢enici su
u velikoj mjeri okrenuti informatickoj tehno-
logiji i Internetu pa ¢e se s pojmom fraktal
sresti prije ili kasnije, a kako je rije€ 0 ma-
tematickom pojmu najbolje je da se s njim
sretnu u nastavi matematike.

Medutim, Ccisto verbalni(predavaki)
pristup ovoj temi nije bas prihvatljivo iz s
razloga. Danasnji ucenici primaju mroes
informacija svakodnevno i prisiljeni su Viec
nu informacija primiti poviso i/ili odmah
odbaciti. Ako informacija nije lijepo “upaki-
rana’, najvjerojatnije nece probiti'enikove
“filtre”. Moramo shvatiti da je definitivho
proslo vrijeme kada je onaaje uGtelj rekao
u %oli ostalo u sjecanju kao dugo pamtljiva
¢injenica. Vise nego ikada prije dolazi do iz-
raZaja poslovica reci mi — zaboravit Cu, po-
kaZi mi — shvatit ¢u, uklju¢i me — naitcu.
RijeCima je vrlo teSko opisati slike Mandelb-
rotovog skupa. Doduse, u knjizi “Kaos —
ratenje nove znanosti” Jamesa Gleicka naila-
zimo na krasan opis Mandelbrotovog skupa:
“Mandelbrotov skup je najsloZeniji objekt u
matematici, vole reci njegovo Stovatelji. Vje-
¢nost nije dovoljna da ga se cijelog pregleda,
njegovi diskovi nacickani su bodljikavim tr-
njem, njegove spirale i vlakna vijugaju uoko-
lo i prema van, noseéi mjehuraste molekule
koje vise, beskrajno raznolike, kao grozdovi
na BoZjoj lozi. Promatran u boji, kroz pode-
sivi prozor racunalnog zaslona, Mandelbro-
tov skup izgleda fraktalniji od fraktala, toliko
je bogata njegova sloZenost u raznim mije-
rilima. Popis razliCitih slika unutar njega
ili numericki opis obrisa skupa zahtijevao bi
beskonacno mnogo informacija. Ali, tu pos-
toji paradoks: da bismo poslali potpuni opis

Da bismo vidjeli i istraZivali Mandelbro-
tov skup dovoljno nam je racunalo i program
koji generira Mandelbrotov skup, a takvih na
Internetu ima obilje i to besplatno. Metim,
iako moZemo reéi da su danas racunala pos-
vuda oko nas, moramo isto tako konstatirati
da ih naZalost nema u matematickim ucio-
nicama. Osim toga, na satima matematike
je premalo vremena i za obvezatne sadrZaje.
Kako onda bez osnovnih tehnic¢kih pretpos-
tavki i u nedostatku vremena pribliZiti uceni-
cima ovu materiju koja nikog ne ostavlja rav-
nodusnim? Moguci izlaz nalazim u ponudi
ucenicima radno-informativnih listica za sa-
mostalno proucavanje i rad na racunalu kod
kuce ili u skoli.

Predvitkna su dva listiCa koja se ne da-
ju istovremeno. Zbog minimalnih tfkeva
kopiranja i jednostavnosti rada sadrZaj poje-
dinog dijela ne prelazi format A4. Cilj pr-
vog lista je sa slikama zaintrigirati uCenika,
navesti ga da upornim izraGunom uz pomoc¢
tehnike uoCi razliku med brojevima koji se
podvrgavaju iterativnom postupku i da posje-
ti ponutene URL adrese radi provjere svojih
rezultata. Posjetom poneadim web strani-
cama ucenik Ce kroz igru, racunski i gradic
predociti razliku izmed ograniCenih i neo-
graniCenih nizova iteracija. Neobvezan cil]
ovog neobveznog zadatka jest ponukati na
programersko rjesenje jednog materiatiq
problema, ako je uenik tome vic¢an.

Drugi radni list predvieén je za samo one
ucenike, koji su rijesili tablicu na prvom lis-
tu. Ako ucenik nije uloZio napor u uzastopno,
uporno kvadriranje i zbrajanje kompleksnih
brojeva, onda je upitno koliko je shvatio ma-
tematicku bit problema. Ktome, u¢enik treba

skupa putem prijenosne veze, potrebno je tek dobiti poruku da ono Sto se radi raCunalom

nekoliko desetaka kodnih znakova. SaZeti ra-

cunalni program sadrZi dovoljno informacija
da reproducira ¢itav skup. Oni koji su prvi
shvatili nac¢in na koji skup mijeSa sloZzenost i
jednostavnost bili su zateCeni — ¢ak i Man-
delbrot” No, i ovakav opis dobiva svoj puni
smisao tek kada se slike vide i bit shvati.
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ne mora biti samo povrsna zabava. SadrZajno
list sadrZi rezultate tablice s prethodnog lista
za one ucenike koji nisu imali prilike provije-
riti rezultat putem Interneta. Slijedi prilo
“slobodna” definicija Mandelbrotovog skupa
uz pretpostavku da ¢e pojam ograniCenosti
ucenici intuitivno shvatiti. Potom imamo ne-
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koliko natuknica tehni¢ke naravi za one koji
¢e razmisljati o procesu koji se zbiva u'vac
nalu i koji bi se mogli okusati u programira-
nju. Nesto URL adresa koje upucuju na pro-
grame i sadrZaje o fraktalima vrlo su vez
jer ucéenicima olakSavaju lutanje Internetom.
Ujedno odabrane stranice pokazuju Sto ra-
de njihovi vrsnjaci. Informacija o programu
ThinkQueskojeg zastupa hrvatska akadems-
ka i istraavatka mrezZa je svojevrsna buba u
uho. Tajatraktivan program bi u Mi$zahti-
jevao opsirniji prikaz, tim vie o su hrvatski
ucenici ve¢ sudjelovali u njemu s matematic
kim sadrZajima. Drugi list zavewa s’etiri
slike Julijinih skupova sa zadatkom da uc¢enik
sam istraZi kako se ista formula sada primje-
njuje.

MoZe li ovakav oblik komunikacije s
uc¢enikom biti od koristi? Ovaj mali ekspe-
riment bi kroz praksu tek trebalo provijeriti.
MoZda je sve lakse kroz usmenu komunika-

ciju, ali svjesni smo da u redovni sat matema-
tike ne moZemo ugurati jos i to. Moglo bi se
ovakve sadrZaje dati na dodatnoj nastavi za
napredne, ali bolje ¢e se uvaZiti princip pra-
vednosti, koji kaZe da se visoka oCekivanja i
snhaZna podrska trebaju odnositi na sve-uc
nike (Principi i standardiNCTM-a). Osim
toga dodatna nastava na mnogim skolama ni-
je ni organizirana ili je njome obuhvacen tek
mali broj ucenika. Imajmo na umu i impe-
rativ trenutka, a taj je da fiascenici moraju
nauciti sami uciti. Mnogi koji su gledali slike
fraktala i Citali Gleickov “Kaos” ostali su du-
boko zadivljeni tvrdeCi da im se promijenio
pogled na svijet oko sebe. Vjerujem da ne bi
ostali ravnodusni ni nasicenici.

Radni listovi u izvornom formatu dos-
tupni su za preuzimanje na stranicama mail
liste Nastava matematike Svaka povratna
informacija mi je dragocijena.

sime.suljic@pu.hinet.hr

Benoit Mandelbrot,

Je.

je radove o fraktalima.
njegov je odabir.

zacetnik je ideja o kaosu i fraktalima.
va knjiga “The Fractal Geometry” (1982) nezao-
bilazna je literatura za svakoga tko se Zeli uputiti
u ovo suvremeno znanstveno podrucje,
koje objedinjuje najrazlicitije ideje i probleme te
daje jedan novi pogled na svijet koji nas okutiz

Mandelbrot je roén 1924. u Varsavi. Nje-
gova se obitelj 1936. iseljava u Francusku gdje o
pod utjecajem svojeg ujaka, profesora matemati
ke, i sam studira matematiku. Nakon zavrseno
studija na Ecole Polytechnique odlazi u Sjedinje-
ne Americke DrZave. Radi u cuvenom IBM-u,
gdje uz potpunu istrazacku slobodu stvara svo-
| sama rijec “fraktal”

Danas je Mandelbrot profesor na Yaleu, jed-
nom od najuglednijih americkih sveucilista.

Njego-

pofruc

h\74

ﬁ 16, 2002

35



INFORMATIVNO-RADNI LIST ZA UCENIKE

Mandelbrotov skup — 1. dio

Uvod. Prva slika u nizu predstavija tzv. Mandelbrotov skup. Naredne slike su nastale «zumiranjem»
prethodne slike. Slike su radene racunalom i «zumiranje» bi se moglo nastaviti. Slike su puno zanimljivije ako ih
promatramo u boji na zaslonu racunala. UpiSemo li u koji internetski pretraziva¢ pojam «Mandelbrot» dobit cemo
i viSe od 100 000 dokumenata s mnostvom slika. Moguce je preuzeti i besplatne programe koji generiraju ovakve
slike.

Iterativni postupak. Slike prikazuju vrlo sloZene i razvedene objekte i na prvi pogled bez neke
prepoznatljive sheme. Znadi li to da raunalni programi sadrze sloZene algoritme koji generiraju ove objekte? Ne!
Uopce ne. Jer iza svega stoji matematika. Preciznije kompleksni brojevi i kompleksna ravnina. Znamo racunati s
kompleksnim brojevima i prikazivati ih u kompleksnoj ravnini. Todke zaslona radunala moZemo promatrati kao
tocke (brojeve) kompleksne ravnine. Svaki broj ¢, koji odgovara ispitivanoj tocki, podvrgnemo sljedecem tzv.
iterativnom postupku:

Z4 =Zo2+6‘, 3.'2"-"212 +C, Zj=222 Bl s ln =Z_.,.12+C.‘
gdje je pocetni broj z, = 0. Dakle uzmemo 0 pomnozimo samu sa sobom i dodamo broj ¢, zatim rezultat
kvadriramo i dodamo broj ¢, rezultat ponovo kvadriramo i dodamo poé&etni broj ¢ itd.

Primjer. Nekajec=-0.5+j tadajeiz; =-0.5+i z;=(-0.5+ :}2 -0.5+ji=-1.25idalje je
z:=(-1.25F -0.5+i=1.0625+i, ...

Zadatak. U osnovi svi kompleksni brojevi koje podvrgavamo opisanom postupku ponasaju se dvojako.
Da bismo shvatili tu razliku, podvrgnimo danom postupku brojeve zadane u donjoj tablici. Rezultate biljezi u danu
tablicu.

c -0.3+04i 05+j

Zy

Zz

Z3

Z4

Z5

Zg

r44

Zg

Z9

Napomena. SluZi se dZepnim racunalom za izra¢un. Ukoliko si sklon programiranju pokusaj problem rijesiti u nekom
od programskih jezika. To¢nost izratuna mozes provijeriti posjetom web stranici s adresom http:/ffree-
pu.hinet.hr/SimeSuljic/iter.htm, gdje je sam program pisan u Javascriptu. Klikom na Wiew-Source moZe se vidjeti programski
kod. Iterativnom postupku moZe$ podvrci i neke druge brojeve. Posebno je zanimljivo ako sve brojeve z;, z;, z; ... prikaze kao
tocke kompleksne ravnine i poveze duzinama. U interaktivnom apletu na adresi http://free-pu.hinet hr/SimeSuljic/itergsp.htm
moze§ «Setati» tocku c po kompleksnoj ravnini. Pritom pratece duzine stvaraju vrlo zanimljive oblike.

V4
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INFORMATI -RADNI LIST MIK
Mandelbrotov skup - 2. dio

Provjera rezultata. Ako si paZljivo proveo iterativni postupak za zadane brojeva, trebao si dobiti u
posliednjem retku lijevog stupca z, = -0.28763 + 0.24059i, a u desnom stupcu zy = 5.38x10* — 6.9x10%]. Razlika je
ocita. Nakon devet koraka prvi je broj po apsolutnoj vrijednosti ostao mali, dok je drugi po apsolutnoj vrijednosti velik i
ako se postupak nastavi oéito ¢e «odlutati» u beskonacnost. Za to¢ku kompleksne ravnine, koja je pridruzena prvom
broju, kazemo da pripada Mandelbrotovom skupu, dok mu druga toc¢ka ne pripada.

Definicija. Mandelbrotov skup je skup tocaka kompleksne ravnine za koje niz iteracija u opisanom postupku
ostaje ograniten. Tocke koje pripadaju skupu se najcesce crtaju crnom bojom.

Tehnicka pitanja. Sada se odmah javlja jedan tehnicki problem. Do kada ¢emo pustiti ratunalo da wrsi
zadane iteracije ne bi li zaklju€io da tocka pripada ili ne pripada Mandelbrotovom skupu? Otkriveno je da docim neka
iteracija po apsolutnoj vrijednosti prijede vrijednost 2, ispitivana tocka ne pripada skupu, pa se ni ne cria kao tocka
skupa, a ispitivanje se prekida i prelazi na narednu tocku. Strogi matematicki pristup ovom problemu moze se naci u
Matematicko fizickom listu br. 2/XLV. Ali ako ni nakon zadanog broja n iteracija, |z,| je i dalje maniji od 2 racunalo
ispitivani broj crta kao tocku skupa, iako je moguce da ta tocka stvarno nije u skupu. Poveca li se broj iteracija dobiva
se preciznija slika, ali se gubi na vremenu koje je ratunalu potrebno za izraéun. Tocki koja u odredenom koraku
iteracije prijede modulom vrijednost 2 moze se dodijeliti i odredena boja. Na taj nacin nastaje vrlo impresivna okolina
Mandelbrotovog skupa.

Pisanje programa. Mada je na Internetu dostupan veliki broj programa za crtanje Mandelbrotovog skupa,
pisanje vlastitog programa moze biti izazov za sve one koji poznaju osnove programiranja. Dijagram tijeka programa

za crtanje skupa i primjer programa pisanog u Qbasicu nalazi su u ve¢ spomenutom Matematicko fizickom listu.
(Napomena: tamo iza 19. retka y=0 programa nedostaje redak r=x"x+y"y.)

Gotovi programi. Legenda medu programima je Fractint (http://spanky.triumf.ca). Moja preporuka je Fractal
Explorer, program ugodnog sucelja, koji okuplia mnoge poklonike. Na lijepo oblikovanim web stranicama
http:/iwww.eclectasy.com/Fractal-Explorer/ su bogate galerije slika i pozadinskih slika, mail lista korisnika i naravno
program s uputama. Za one koji Zele znati vise o fraktalima i fizici kaosa izvanredan je nesto skromniji program
Winfeed (http://math.exeter.edu/rparris/).

Sadrzaji o fraktalima. Sadrzaji na Internetu. Kriterij izbora nije samo kvaliteta radova vec i to 5to su sami
autori vrlo mladi ljudi tj. u€enici. Preporuka:

e Maturalni rad s temom "Deterministicki kaos" ucenika lvana Nakica iz gimnazije Jurja Barakovi¢a iz Zadra,

Sk.god. 1999./2000. hitp://www.inet.hr/~ivnakic/kaos/index.htm

s Fraktali i teorija kaosa, http://www hupi.hr/tino/mandel.htm

s Fantastic Fractals, http://library thinkquest.ora/12740/netscape/index.html

« Fractals Unleashed, http://library.thinkquest.orq/26242/full/index.html
Posljednja dva naslova su stranice velikog svjetskog programa ThinkQuest namijenjenog poticanju uéenika i uditelja
na timsku izradu obrazovnih web stranica. Zastupnik tog programa u Hrvatskoj je CARNet (http://www.carnet.hr).
Nagrade su im vrlo priviaéne, ¢ak po 5000 $! ©

Tiskana izdanja. Matematicko fizicko list, godiSta 92./93., 94./95., 95./96 i svakako valja proc¢itati jednu od
najboljih popularno znanstvenih knjiga prevedenih na hrvatski jezik KAOS - radanje nove znanosti Jamesa Gleicka u
izdanju lzvora.

Zadatak 1. Upustis li se u ovaj fantasti¢an svijet fraktalnih slika, molim te, da ispi$es Stogod i za matematicku
ucionicu.

Zadatak 2. Pogledaj donje slike. Ne radi se 0 Mandelbrotovom skupu, ve¢ o Julijinim skupovima.
Mandelbrot je doSao do svog otkrica 1979. godine, kada je htio napraviti kolekciju Julijinih skupova na racunalu, koje
su francuski matematicari Gaston Julia i Pierre Fatou izmislili i prou¢avali puno prije racunala! Postoji mala razlika u
primjeni formule z, = z,.,° + ¢. Poku3aj uz pomo¢ literature otkriti u éemu je ta razlika.
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