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Neki pouc ci
o trokutu

Andelko Marit, Sinj

U ¢lanku ¢emo pokusati neke jednostav-
ne Cinjenice o trokutu izraziti pomocu vek-
tora, ili to€nije, neke ¢emo poucke o trokutu
iskazati u vektorskom obliku. Nakraju cemo,
pomocu tih pouCaka, dokazati neke pheic
koji se naje&e drugacije dokazuju.

Da bi se moglo pratiti tekst, nuzno je,
uz oshovne pojmove o trokutu, poznavati i
temeljne pojmove vektorskog racuf@ojam
suprotnog i nulvektora, zbrajanje i skalarno
mnoZenje vektora i sliw).

U cijelom ¢emo tekstu rabiti stalne oz-
nake: vrhove trokuta ozriagat ‘®@mo SA,
B i C; polovista stranica trokutaB, Qi R;
tezSte, ortocentar i srediSte trokutu opisane
kruZnice sT, H i S U nekim sluCajevima
pojavit Ce se i jos neke oznaKdo<e biti po-
sebno naznaceno. D.1., D.2.,, P.1., P.2.,
...znace definicije, odnosno pouckdo se
nece uvijek posebno naglasavati.

— —
D.1. U trokutu ABC vektoreAB, BC i

—
CAzvat ¢emovektorima stranica tog troku-
ta.

P.1. Zbroj vektora stranica bilo kojeg
trokuta jest nulvektar
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Dokaz. Vrijedi:

— — —
AB-+ BC + CA= (AB+

Vrijediiobrattog poucka, Sto se iskazuje
kao

P.2. Ako za nekolinearne vektoxey i
Z vrijediX + ¥ + Z = 0, tada su ti vektori
vektori stranica nekog trokuta

Dokaz.Rubne tocke vektosdoznacimo

sAi B, to jestX = AB. Vektory dovedimo
s poCetkom u ttku B, tada njegov zavrSetak

—
padne u neku tda C, to jesty = BC. Bu-

L. . R — — — X
du€i da jeXx +y = AB+ BC = AC, to je
— — = . o - we —
AC+Z=0,ili Z= CA Ato znaCi da sK,
yi Zvektori stranica trokuté&BC.

P.3. Vektor kojemu su rubne tocke polo-
viSta stranica trokuta jednak je polovici vek-
tora treCe stranice tog trokuta (Pou@k o
srednjici trokuta

Dokaz. Treba, uz oznake kao na sl. 1.,
i 4 — — —
dokazati da je RQ = BC, 2QP = AB,
— —
2PR=CA
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Vrijedi
— P G — 1— 1—
2RO= 2(RA+ AQ) = 2(§BA+ EAc:)
— — —>
= BA+ AC=BC.
Isto se tako dokazuje i za ine dvije srednjice.

A

Slika 1.

D.2. Ako su toke P, Q i R poloviga
stranicaBC, CA, AB trokuta ABC, vektore

—> —> . —> P - v .
AP, BQi CRzvat cemovekiorima tezisnica
trokutaABC.

P.4. Zbroj vektora téBnica trokuta jest
nulvektor

Dokaz.

%l

+
| &l 8l
+ o+

_l’_

B

—  — —
+CO+CA+AR
1 — — —

A+ Z(BC+ CA+ AB)

3l Bl 2
g
Ql &l

l

—

(AB+ BC+ CA) = (P.1) = 0.

Il
Nlw >
w

P.5. Za svaki trokut/A\;, postoji trokut
A\, takav da su vektori stranica trokutay
vektori teéxsSnica trokutas;.

Dokaz. Tvrdnja poucka slijedi nepos-
redno iz P.4. i P.2.

P.6. Ako je T téite trokuta ABC, tada
B B d —> — -
vrijedi TA+ TB+4+ TC=0.
Dokaz. Prema poucku o té&tu trokuta
vrijedi:

—

.
TA= PA

wWIN
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a odavde je
— — —
TA+TB+TC
2 - @ — @ —
= —é(AP+ BQ+ CR)
= (prema P.4.= 0.

P.7. Ako je O bilo koja tocka ravni-
ne, a T téBte trokuta ABC, tada vrijedi

—  — — —
OA+ OB+ OC = 30T.

Dokaz.
— —
OA+ OB+ OC
— — — — — —
=0T+ TA+OT+TB+OT+T
— — — —
=30T+ (TA+TB+TC)
—
= 30T,

pri ¢emu smo Korisitli tvrdnju P.6.

P.8. Vektor téBnice s pocetkom u jed-
nom vrhu trokuta jednak je poluzbroju dvaju
vektora s pocetcima u tom vrhu i zavrSetcima
u inim dvama vrhovima trokuta

Dokaz. TeZsnicu AP trokuta ABC pro-
duZimo prekoP do totkke D, tako da je
|PD| = |AP)|, kao na sl. 2.”€tverokutABDC
je paralelogram, jer mu se dijagonale raspo-
lavljaju.

. = —
Zato jeBD = AC, a zbog toga
— — —> — — —

2AP=AD=AB+ BD=AB+ AC,
A - N : .
ili AP = E(AB+ AC), %o je tvrdnja pode
ka. Na isti se nacin to dokaze i za ine dvije
tez3nice.
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D.3. Trokut kojemu su vrhovi polovis
ta stranica zadanog trokuta zovepsgovisni
trokut tog trokuta.

P.9. Tedste polovisnog trokuta poduda-
ra se s tédtem polaznog trokuta

Dokaz.Ako suP, Qi Rpolovista strani-
ca trokutaABC, a O hilo koja tocka ravnine,
dovoljno je, prema P.7., dokazati da vrijedi
— — — — — —

OP+ 0OQ+ OR= OA+ OB+ OC.

Vrijedi:

— — —
OP = OB+ BP,
— — — — — —
OP=0C+ CP =— 20P= 0B+ OC,
jerje
— — N
P+CP=0.
Isto je tako
.
20Q=0C+ OA
— — —
20R= OA+ OB.
Odavde je

— — — — — —
2(OP+ 0OQ+ OR) = 2(OA+ OB+ OC),
sto je ekvivalentno tvrdnji poucka.

P.10. Ako su u trokutu ABC the P, Q

i R polovista stranica, H ortocentar, a S sre-
diste trokutu opisane kruZnice, tada vrijedi:

— — — — — —
AH = 2SP ,BH = 2SQ,CH = 2SR

Dokaz. Neka jeE druga rubna ttka
promjeraBE kruZnice opisane trokutABC,
kao na sl. 3, tada j@BCE = JEAB = 90’
(Talesov pouak).

Slika 3.
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Kako je CH L AB, to je CH|EA Iz
istoga je razlog®H||EC, %o je dovoljno da
je CetverokutAHCE paralelogram. Zato je
— —
AH = EC.

DuzinaSPje srednjica trokutd3CE, te

— — — —

je, prema P.3EC = 2SP, to jestAH = 2SP.

Isto se tako dokaZu i ine dvije jednako-
sti poucka. Ovaj se poucak nafe izrice
skalarno, u obliku: udaljenosti ortocentra od
jednog vrhatrokuta jednaka je dvostukoj uda-
ljienosti sredista trokuta opisane kruznice od
nasuprotne stranice. Metim, ovako izréen
poucak je “jaci”, jer, osim jednakosti udalje-
nosti, on govori i 0 usporednosti pripadnih
duZina.

P.11. Teiste (T), ortocentar (H) i sre-
diSte trokutu opisane kruZnice (S) su'lkec

istog pravca, pri cemu vrijedﬁ —2TS
Dokaz. Neka se duZingH i tezisnica
AP sijeku u to&i T, kao na sl. 3. Doka-
Zimo da jeT tezsSte trokutaABC. Kako je
SH|AH, to je <SPT = JHAT, %o je, uz
JPTS= 4ATH, dovoljno da su trokutPTS

— —
i ATHsli¢ni. PremaP.10. vrijediH = 2SP,

zbog éegajaﬁ — 2TP. Vidimo da toka T
dijeli teZisnicu AP u omjeru 2:1, zbog&ga
je T tezste trokutaABC. Sada je, zbog slic
nosti,ﬁ = 21Té ¢ime je poucak dokazan.
Pravac koji sadrzi tde S, T i H nekog
trokuta zove se Eulerov pravac toga trokuta.
P.12. Ako se u trokutu ABC podudaraju
dvije odtocaka S, T i H, tada sei tre¢a od tih
toCaka podudara s tim dvjema
Dokaz.Prema P.11. vrijedi

— — — —

HT =2TS <= HS=2TS
Ako se dvije od navedenih to¢aka podudara-
- - - —> —> _pe —>
ju, tada je jedan od vektor®BS HT, ili HS
nulvektor. Meditim, tada su i ina dva od
tih vektora takoer nulvektori, Sto je mogiue
samo ako se i tre¢a tocka podudara s inim
dvijema.

P.13. Ako se u trokutu ABC fke SiH
podudaraju, tada je trokut jednakostrani¢an

225



Dokaz. Kako jeAH L. BCi SD L BC,
te ako jeS = H, tada se té@znica i visina po-
vucene iz vrhaA podudaraju. To isto vrijedi
i za te4Snice i visine iz ina dva vrha. Trokut
kojemu se téBnice podudaraju s visinama
jest jednakostranican.

P.14. Ako se u trokutu dvije od toCaka
S, T i H podudaraju, tada je trokut jednako-
stranic¢an

Dokaz. Tvrdnja poucka neposredno sli-
jediiz P.12.iP.13.

Ovaj poucak je obrat poznatog poucka:

tezste, ortocentar i srediste jednakostranic

nom trokutu opisane kruZnice padaju u istu

toCku.
P.15. U trokutu ABC vrijedi

— — — —
SA+ SB+ SC= SH.
(Hamiltonov pouek)

Dokaz.
— — —
SA+ SB+ SC
— — — — — —
=ST+TA+ST+TB+ST+TC

—

— — — —

=3ST+ (TA+TB+TC)=SH.
U ovom smo kratkom dokazu koristili tvrdnje
poucaka P.11.i P.6.

P.16. Cetverostruki zbroj kvadrata du-
liina tezsnica trokuta jednak je trostrukom
zbroju kvadrata duljina stranica toga troku-
ta.

Dokaz.Prema P.8. vrijedi

D)2 B2 ~\2
(2AP)? + (2BQ)? + (2CR)

— .5 S2 532 = =22
= (AB+AC)“+(BC+BA)“+(CA+CB)“,
4(|API® +|BQP + |CR?)
= 2(|AB® + [BC[? + |CA?)

— —> —_— —> —_— —>
+ 2(AB- AC+ BC- BA+ CA. CB)
—_— — —>
= 2(|ABJ>+|BC|?+|CA?)+AB(AC+CB)
—_— — — —_— —> —
+ BC(BA+ AC) + CA(CB + BA)

.2

2 2
= 2(|ABJ>+|BC|?+|CA?>)+AB +BC +CA
= 3(|ABJ?2 + |BC]2 + |CA?).
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P.17. Ako je O bilo koja tocka ravnine,
a T te1ste trokuta ABC, tada vrijedi:

9|0T|? = 3(|OA? + |0OB? + |0C|?)
— (JAB|? + |BCJ? + |CA?).

Dokaz.lz P.7. slijedi
—_— — — —
(30T)%2 = (OA+ OB+ OC)?,
a odatle:
9|0T|? = |OA?%2 + |OBJ?2 + |OC|?
—_ = S — — —>
+ 2(OA- OB+0B- OC+OC- OA).
Kako je

— — —
AB= OB - OA

to je

—2 —2 —2 — —

AB = OB +OA —20B-0OA

AA . OR 2 2 2
— 20A- OB = |OA“ + |OB|“ — |ABJ“.
Isto je tako
AR . O 2 2 2
20B- OC = |OBJ“ + |0OC|“ — |BC|*,
— —
20C- OA= |OC|? + |OA? — |CA?.
Zbog toga je
9|OT|? = 3(|OA? + |OBJ? + |OC|?)
— (JABJ? + [BC]? + |CA?).
P.18. Duljine stranica trokuta su a, bic,

a R je polumjer trokutu opisane kruZnice. Za
udaljenost sredista i té&ta trokuta vrijedi:

STR=RE— %(a2 R4,

Dokaz.Ako u P.17. za toku O uzmemo
srediSte trokutu opisane kruzni¢&), tada
zbog|OA| = |OB| = |OC| = R, tvrdnja tog
poucka prelazi u tvrdnju koju treba dokazati.

ﬁ 15, 2002



