Jedno izvodenje
trigonometrijskih
formula

Antun Ivankovic, 11ok

nastavi trigonometrije obicno se najprije dokazuju adicijske formule, pa se iz njih pogodnim
U transformacijama dobiju druge.

U ovom €emo Clanku koristeti vektorsku metodu pokazati kako se iz identi¢nih transformacija
zbrojau produkt dobiju druge trigonometrijske formule (adicijske, formule dvostrukog i polovicnog kuta
i sve druge). Midlim da bi bilo dobro u€enicima pokazati i ovaj pristup, ili neki drugi, kako bi bolje
uvidjeli ekvivaentnost i univerzalnost trigonometrijskih formula.

Najprije dokaZimo identitet:

cosa+cos[3:2005aJ2chosa;B,

iz kojeg Eemo dokazati ostale.

1. IdentiCne transformacije zbroja u produkt

Posluzimo se slikom:
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Nekasu O—A i N?: dvajedini¢na vektora postavljena pod kutovima 8 i a prema polupravcu x. Vrijedi:

— — — — —
OB = OA+ AB = AB + OA.
Po teoremu o projekciji vektora na os, imamo

|A_B>| cosa + IO_A| cosp = |O_I>3| cos JuOB.

L= - . a+pB, . .
Kakoje |OA| = |AB| = 1i quOB = — prethodna jednakost postgje:

cosa + cosf = |a>3| cos & ;B.
Kako je kut
a-B
JuOB = >
imamo dalje
0B| = 2|OA| cos ¢ ;B — 20082 ;B,

te uvodeti O—I>3| u prethodnu jednadzbu, imamo

a+p a—p
> cos >
&o predstavlja poznatu transformacijsku formulu zbroja u produkt.
Buduti da se u dokazu ove formule koristimo stavkom o projekciji vektora na os, zakljuCujemo da
formula vrijedi za svaki izbor kutova a i .
Ostale transformacijske formule dobivamo pogodnim supstitucijama u (1.1).

(1.1)

cosa + cosf3 = 2cos

1 Promotrimo sliku:

1z trokuta AOPB i AOAQ (jednakokratan) imamo relacije:
B+2y+m—a=m,

V-I-B-I-g:ﬂ,
X+20=rm
Rjesavanjem sustava dobivamo x = 2y i B+ x = a, tj. y = & ;B.
Daljeimamo
_ 2 _
quoB=p+y=p+ 2 L-Bra-P_atP

&to je trebalo dokazati.
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Ako umjesto B stavimo 8 + T, dobivamo

B mT a+p mn a-p
cosa+cos(n+B)_Zcos(§+T)cos(§ — ),
Sodagje
cosa—cosﬁ=—25ina+Bsina_B.
2 2
T . m . .
Isto tako, uzimajuci >~ a umjesto a, az — b umjesto B8, dobivamo
T T _ n a+p a-—p
cos( 5 — ) +cos( 5 ~ B) = 2008( 5 — —5 ) oos( =),
tj., dobivamo
sina+sin[3:25ina+Bcosa_B.

2 2
| napokon, ako u (1.3) umjesto B stavimo —p, dobivamo

a+[3$ina—[3.

ina —snB =2
sna —sinp 0032 5

Sveformule vrijede zasvako a, 8 € R.

2. Trigonometrijske funkcije polovicnog kuta

Akou (1.2) stavimo dajeB = 0, dijedi

. a .o
cosa —cosO= —2sin—sin —,

2 2
&odaje
25t L — 1 cosa,
2
odnosno
.o 1-— cosa
SnN— = +4/ ——
2 2 ’

zasvako a € R.
Isto tako, ako u (1.1) stavimo daje 8 = 0, dobivamo

20052% =1+ cosa,

cosg—i /1+ cosa
2 2 ’

Nastavak na str. 170.

.

zasvako a € R.
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Nastavak sa str. 167.

Formule (2.1) i (2.2) suformule sinusai kosinusa polovicnog kuta. Njihovim dijeljenjem dobivamo
formule poloviénog kuta tangensa i kotangensa:

a 1-— cosa
— =y .
t92 V. 1+ cosa’ (2:3)

zasvakoa € R\ {(2k+ )| ke Z}i

a 1+ cosa
ctg — = +4/ ——— 24
g2 V1= cosa’ (24)

zasvako o € R\ {2k | k € Z}.

3. Trigonometrijske funkcije dvostrukog kuta

Stavimo li u (1.3) 2a umjesto a i B = 0, dobivamo

sn2a +sn0= 2sn 2 cosz—a,
2 2
tj.
sn2a = 2sina cosa. (3.1)
Isto tako, stavljajuci u (1.1) iste supstitucije, dobivamo formulu za kosinus dvostrukog kuta
cos2a = 2cos’a — 1. (3.2)
Dajeimamo
_ _ 2sina cosa
tg2a = 25|r_mcosor _ Zsmacqsa _ 00qu _ 2tga , (33)
2cos? —(Snfa +cosfa) cosfa —sinla  cofa —sinfa 1-tg?a
cos? a
zaa # ﬂ:g—i- km, gdiejek € Z.
Isto setako dobijei
ctga — 1
cg2a = —— 34

zaa # ﬂ:g—i- km, zak € Z.

4. IdentiCne transformacije produkta sinusa i kosinusa u zbroj

Ako u jednakosti (1.1), (1.2), (1.3) i (1.4) stavimo supstitucije a = p+ qi B = p — ¢, dobijemo
transformacijske formule produkta u zbroj:

cosposd = 3[cos(p+q) + cos(p - ), (@1)
snpsing = 2 0os(p— ) ~ cos(p + (42
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. 1. .
sinpcosq = 5[sin(p+ q) + cos(p - )}, (43)
. 1. .
cospsing = 3[sin(p+ ) — cos(p — q)]. (44)
5. Adicijske formule
Zbragjanjem jednakosti (4.3) i (4.3) dobivamo
sin(p+ q) = sinpcosq + cospsing, (5.1)
aoduzimajuci (4.4) od (4.3) dobivamo
sin(p— @) = sinpcosq — cospsing. (5.2)
Analogno prethodnom, imamo i druge dvije formule:
cos(p — Q) = cospcosq+ sinpsing, 5.3)
cos(p+ Q) = cospcosq — sinpsing. 5.4)
Dijeleti (5.1) s(5.4), imamo
snpcosq + cospsing
sin(p + sinpcosq + cospsin COS pcos tgp+t
tg(p+q) _ Sn(p+q) _ sinpcosq+ cospsing _ ___cospeosa_____ 9p+199 g g
cos(p+q) cospcosq— sinpsing pcosq psng 1 -tgptgq
cospcosq
zasve p, q € R zakoje vrijedi cos(p+ ) £ O, tj. p+ q # g+ ki, k € Z.
Isto tako imamo i formule tgp— tgq
tgp—q) = ——— 5.6
9(p—a) 1+igptgq (56)
zasvep, q € R zakoje vrijedi cos(p—q) #0,tj. p— q # 7—2Tkn, kez,
ctgpctgg—1
Ct + =, 5.7
9(p+ ) dtop+ g (57)
zap+qekmkeZ,
ctgpctgq+ 1
aglp—q)= ———, 5.8
g(p—a) ctap— cigq (5.8)
zap—qekmkeZ.
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