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Rjesavanje geometrijskih
zadataka s pomocu mreza
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Kada smo se pvi put susreli s geometrijom u osnov-
noj skoli, nasi su ucitelji trazili da imamo biljeznice
bez crta, ali kada smo dosli do racunanja duljina
stranica, povrsina ili opsega likova, bila je mno-
go korisnija biljeZnica “na kvadrati¢e” jer smo tada
lak§e mogli “procitati” kolika je primjerice duljina
neke stranice i sl. Listovi takve biljeznice bili su
zapravo svojevrsna mreza.

Promatrajmo pravokutni Kartezijev koordinatni sus-
tav. Nacrtajmo nekoliko polupravaca tako da u
prvom kvadrantu iz to¢aka 1, 2, 3... na osi x po-
vuCemo polupravce paralelne s osi y, a iz tocaka
1,2, 3... naosiy povu¢emo polupravce paralelne
s osi x. Ti polupravci sada tvore kvadratnu mrezu
jedini¢nih kvadrata. Znaci, kvadratnu mrezu &ini
skup toc¢aka kojima su obje koordinate cijeli broje-
vi (U ovom slu€aju nenegativni brojevi). Te tocke
nazivamo ¢vorovima mreze.

Osim kvadratne mozemo konstruirati i mrezu troku-
ta koju Cine jednakostrani¢ni trokuti.

Smiestanje likova u ovakve mreze moze uveliko
olaksati i ubrzati rjeSavanje zadataka, a svakako
razvija vizualnu percepciju kod ucenika.

Odredivanje povrsine lika smjestanjem u kvadrat-
nu mrezu prvi je uocio Georg Alexander Pick' 1899.
godine.

Pickova formula za povrsinu mnogokuta s vrhovima
u cjelobrojnoj mrezi glasi:

P=I+=—1,

gdje je I broj cjelobrojnih toCaka u unutradnjosti
mnogokuta, a B broj cjelobrojnih to¢aka na njego-
vu rubu.

U ovom Clanku pokazat ¢emo kako se geometrij-
ski zadatci u vezi trokuta, Cetverokuta, mnogokuta
i kruga mogu veoma uspjesno rieSavati s pomocu
mreze trokuta ili kvadratne mreze.

Zadatak 1. U Sesterokutu ABCDEF svi unutar-
nji kutovi su jednakih veliCina. Za stranice vrijedi
|AB| = |CD| = |EF| = 3i |BC| = |DE| =
|FA| = 2. Dijagonale AD i CF sijeku se u to¢ki G,
atotka H lezi na stranici CD tako da je |[DH| = 1.
Dokazimo da je trokut EGH jednakostrani¢an (slika

1).

Slika 1.

prof. dr. sc. Sefket Arslanagi¢, Sarajevo, Bosna i Hercegovina, asefket@pmf . unsa.ba

Alija Muminagi¢, Frederiksberg, Danska

! Georg Alexander Pick (1859. — 1943.) austrijski je matemati¢ar. Osim po Pickovu poucku ostao je zapaméen | po tome $to je Alberta
Einsteina upoznao s matematicarima koji su mu pomogli u radu na op¢oj teoriji relativnosti. Smatra se da Pickov poucak predstavlja vezu
izmedu tradicionalne euklidske geometrije | moderne digitalne (diskretne) geometrije.
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Slika 2.

Rjesenje: Zbroj veliCina svih kutova Sesterokuta
jednak je (6 — 2) - 180° = 720°, pa je u ovom
Sesterokutu veli¢ina svakog kuta jednaka 120°.
Osim toga, duljine stranica Sesterokuta su cijeli
brojevi, pa je prirodno smijestiti ovaj Sesterokut u
trokutastu mrezu u kojoj su duljine stranica trokuta
jednake 1, sto je i ucinjeno na slici 2.

Trokuti GKH i HDE su sukladni jer vrijedi: |GK| =
\HD|, |KH| = |DE| | SGKH = JHDE. Slie-
di da je |GH| = |HE|, JGHK = JDEH = a,
JHGK = JDHE = .

Neka je JGHE = y. Iz trokuta GKH dobivamo:
o+ B+ 120° = 180°, tj. ot + B = 60°. Vrijedi:

o+ pB+y=120°= KHD
i odavde
y =120° — (o + B) = 120° — 60° = 60°,

pa zbog |GH| = |HE| iy = 60° slijedi tvrdnja
zadatka.

Zadatak 2. U jednakostrani¢nom trokutu ABC je
|IC| = |EA| = |GB| = %\BC|. Duzine Al, BE i
CG sijeku se utockama P, Q, R (slika 3). Dokazimo
daje Ppor = ?PABC.

Slika 3.

Slika 4

RjeSenje: Smijestimo trokut ABC u mrezu jed-
nakostrani¢nih trokuta kao na slici 4. Neka je
Prpar = 1. Tada je Pgpcy = 4, paje Pgpc =

1

~P
) BPCJ

iPAQCA = 2 i Pgag = 2. Sada imamo: Pppc =
Pappc+Poca~+Ppar+Ppor = 2+2+2+1 =17,
paje

= 3 -4 = 2. Naisti naCin je Ppagc = 4

PPQR 1 . 1
= 1. P = —Pypc.
Pasc 7 |. LAPQR 7 aBc

Zadatak 3. U kvadratu ABCD to¢ka E je polo-
viste stranice CD. Ortogonalna projekcija to¢ke
B na duzinu AE je to¢ka F. Dokazimo da je
|CF| = |CD|.

RjeSenje: Smijestimo kvadrat ABCD u kvadratnu

mrezu kao na slici 5. Sada je ocigledno |CF| =
|CD|.
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Slika 5.

Zadatak 4. U kvadratu su povucene duzine koje
spajaju vrhove kvadrata s polovistima stranica kva-
drata. Presjecne tocke tih duzina su vrhovi osme-
rokuta. Odredimo odnos povrsina tog osmerokuta
i kvadrata.

Rjesenje: Dani kvadrat smjeStamo u kvadratnu
mrezu u kojoj je jedini€na duZina jednaka Sestini
stranice promatranog kvadrata (slika 6). Vidimo da

1 1
ie P —2.2 =4 iPrps = —-2 . — — —
1€ FrLrHy I FEFL 7 ) 1 ) pa
ie Percuikr = Prrms +4Pprr =4 +4 - 3 =6]
Papcp = 6 - 6 = 36. Konactno je
Percrik _ 6 _ 1
Papcp 36 6
D C
Ao
l{ ya
L F
T
A B
Slika 6.

Zadatak 5. Dokazimo da je povrsina kvadrata upi-
2
sanog u polukruznicu (O, r) jednaka — povrsine

kvadrata upisanog u kruznicu k(O, r).

Rjesenje: Neka je ABCD kvadrat upisan u poluk-
ruznicu, a XYZD kvadrat upisan u kruznicu istog
srediSta i polumjera. Bez smanjenja opcenitosti
postavimo kvadratnu mrezu kao na slici 7. Tada je
PABCD = 22 =4.

Iz Pitagorina poucka primijenjenog na trokut IXY
imamo
IXY|* = |[IY]* + |XI]* = 32 + 1% = 10,

paje zato Pxyzp = |XY|? = 10 i kona&no dobiva-
mo

Papco _ 4 _ 2
D C

\§Z
A (TB/

‘ Y

Slika 7.

Citateljima preporuéujemo da sve zadatke rijese i
na neki drugi nacin.
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