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Uvod u teoriju brojeva

Goran Ivankovi¢, Zagreb

e

Uvod

o

Teorija brojeva je grana u matematici koja se bavi
prou¢avanjem prirodnih i cijelih brojeva. Tu sunam
posebno zanimljivi i prosti brojevi. U ovom teks-
tu obradit ¢emo neke osnovne termine kojima se
koristimo u teoriji brojeva, do¢i ¢emo do nekih jed-
nostavnih rezultata te ih zatim iskoristiti u rjieSavanju
nekoliko primjera. Pogledat ¢emo najceSce meto-
de koje se koriste na zadaticima s natjecanja i na
kraju ¢emo nesto re¢i o primjeni svega toga u svi-
jetu oko nas. Recimo prvo nesto o problemima s
kojima se susre¢emo.

Diofantske jednadzbe

Rjesavanije zadataka tipa Rijesi u skupu cijelih bro-
jeva jednadzbu 37x — 4y = 21 Cesto se svodi
na pitanje djeljivosti. Ovakve jednadzbe koje traze
riesenje u skupu cijelih ili prirodnih brojeva zove-
mo diofantskim jednadzbama, a jedan od prvih
matematicara koji ih je prouc¢avao bio je stari Grk
Diofant. Njihovo rieSavanje nije uvijek jednostavno
i ne postoji univerzalna formula. To se vidii na jed-
nadzbi x" + y" = 7" koja nema prirodna rieSenja
X,y,zzan > 2. Problem je postavio francuski ma-
tematiCar Fermat jo$ u 17. st. lako problem zvuci
sasvim jednostavno i shvatljiv je gotovo svima, os-
tao je nedokazan sve do kraja 20. st. Poku$ajte
sami i vidjet ¢ete da nije trivijalno!

4 %

Mi se, naravno, ne¢emo baviti tako teskim diofant-
skim jednadzbama, ve¢ ¢emo se drzati onih koje
znamo rijeSiti. Pa zapocnimo! (Predlazem da sve
primjere koje vidite pokuSate prvo sami rijesiti ne
gledajuci rieSenja.)

Djeljivost

Prisjetimo se osnova djeljivosti. Neka su a i b cijeli
brojevi. Broj b je djeljiv brojem a ako postoji cijeli
broj k takavdaje b = k- a. Pisemo a | b te ¢itamo
broj a dijeli broj b. Takoder, pidemo a |/b ako broj
b nije djeljiv brojem a. Tada ¢itamo a ne dijeli b.

Neka su a, b, ¢ cijeli brojevi takvida a | bia | c.
Tada su i zbroj b 4 ¢ i razlika b — ¢ djeljivi s a.
Takoder, ako a | b i ako je x proizvoljan cijeli broj,
tada je umnozak b - x djeljiv s a.

Ove rezultate koristit ¢emo u svim narednim zadat-
cima.

Primjer 1. Vidimo da 5 | (10 + 15), tj. 5 | 25,
takoder 11 | 33te 11|33 -3, 1. 11| 99,

Primjer 2. Odredi sve parove cijelih brojeva x i y
¢iji je umnozak pet puta veci od njihovog zbroja.
Drzavno natjecanje 1992., 7. razred

Zapi§imo prvo zadatak u obliku jednadzbe. TraZzimo
x,y € Z za koje vrijedi xy = 5(x + y). Ideja je
rieSenje svesti na pitanje djeljivosti. Prvo transfor-
miramo izraz. Poku$ajmo rijesiti jednadZbu po jed-
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noj varijabli, recimo y, te se u dobivenom brojniku
rijesiti nepoznanica.

Iz xy — 5y = 5x, slijedi

5¢ S(x—5)+25 25
YTy o5 x—5 _5+x75'

Sada zakljuCujemo da ¢e y biti cijeli broj samo ako
jex — 5 djeliteljod 25, 4. x — 5 € {£1, £5,+25}.
RjeSavanjem ovih Sest jednadzbi dobivamo x €
{6,4,10,0,30,20}. Radunajuéi odgovarajuce
vrijednosti dobivamo trazene parove cijelih broje-
va: (6,30), (4,—20), (10,10), (0,0), (30,6),
(—20,4).

Zadatak 1. Odredi sve cijele brojeve a za koje je

iomak a* —1la+24
Z —_—
a?—9a+8

Opcinsko natjecanje 1995., 8. razred

isto cijeli broj.

Zadatak 2. Odredi sve cijele brojeve a za koje je
2
a

izraz
a—

1
1 takoder cijeli broj.

Republicko natjecanje 1990., 8. razred

Metoda faktorizacije

Glavna ideja ove metode je svesti izraz s jedne
strane jednadzbe na umnozak polinoma, a s druge
strane imati cijeli broj. Taj cijeli broj rastavljamo na
sve moguce faktore te zatim izjednaCavamo fakto-
re s polinomima. Zamislite to ovako: ako je s lijeve
strane jednakosti umnoZzak cjelobrojnih nepozna-
nica, a na desnoj strani slozen broj, lijeva strana
treba zapravo biti rastav tog broja na faktore.

Primjer 3. RijesSi u skupu cijelih brojeva jednadzbu
xy—2x+y=>5.

JednadZbu prvo mozemo zapisati kao x(y — 2) +
y = 5. Oduzmemo li s obje strane 2, dobivamo
x(y —2) +y — 2 = 3. Faktorizirajmo sada lijgvu
stranu:

x(y—2)+y—-2=3

(x+1)(y—2)=3.

Za rastavljanje broja 3 na faktore imamo Cetiri mo-
guénosti: 3 =3-1=(-3)-(-1)=1-3 =

(—1) - (—3). Budu¢i da su x iy cijeli brojevi, cijeli
brojevi moraju bitiix+ 1, y — 2. Stogaimamo Cetiri
slucaja:

hx+1=3y-2=1
hx+1=-3y—-2=-1
mn x+1=1y-2=3
W)y x+1=-1,y—2=-3.

Dakle, jedina cjelobrojna rieSenja jednadzbe su
(27 3)7 (*43 1)* (0»5)1 (727 *1)'

Uz ovu metodu Cesto je korisna supstitucija kako
bismo si olaksali faktoriziranje.

Primjer 4. Odredi sve parove prirodnih brojeva
(m, n) koji zadovoljavaju jednadzbu

mn* = 100(n + 1).

Kako je broj s desne strane jednak lijevoj strani, on
je djeljiv s n*. No, n+ 1in su relativno prosti,
pa su tako i n + 1 i n? relativno prosti. (Prisjetimo
se, brojevi su relativno prosti kada im je 1 najveci
zajedni¢ki djelitel].) Stoga mora biti 100 djeljiv s n?.
Sada rastavljanjem broja 100 na faktore dobivamo
samo Cetiri moguca slucéaja.

100 - 1
) n2:1,daklen=1pajem=$
n
100 - 2
= = 200
1
100 - 3
1)} n2:4,daklen:2pajem:T:75
100 - 6
1)) n2:25,daklen:5pajem:T:24
100 - 11
V) n? =1 Klen =1 jem =
) n - 00, dakle n 0 pajem 100

Dakle, jedina rjesenja su parovi prirodnih brojeva
(200, 1), (75,2), (24,5), (11, 10).

Zadatak 3. Odredi sve parove cijelih brojeva (x, y)
koji zadovoljavaju jednadzbu x> — xy — 2y* = 18.
Republi¢ko natjecanje 1989., 8. razred

Zadatak 4. Odredi sva cjelobrojna rjeSenja jed-

nadzbe x* + 112 = y2.
Zupanijsko natjecanje 2007., 1. razred, A varijanta
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Zadatak 5. Odredi sva cjelobrojna rjeSenja jed-
nadzbe x* — y* = 91.
Opcinsko natjecanje 2008., 2. razred, A varijanta

Metoda ostataka

Cesto je u kontekstu prirodnih brojeva dobro pro-
uGavati ostatke pri dijeljenju nekim drugim brojem.
Za male brojeve moZemo popisati sve mogucénosti
i zatim ih prou¢avati, pogotovo kada su u pitanju
ostatci pri dijeljenju s 2 ili 3. Tada mozemo zapisati
broj x kao x = 2k za parne, odnosno x = 2k — 1
za neparne, za neki prirodan broj k. Slicno radi-
mo i za ostatke pri dijeljenju s 3. Nakon ovakvog
zapisa lakse nam je obavljati aritmeticke operacije.
No, ne smijemo zaboraviti promotriti sve moguce
sluGajeve!

Primjer 5. Dokazi da je za bilo koja dva prirodna
broja a i b uvijek toCna barem jedna od ove Cetiri
tvrdnje:

(1) brojadjeljivijes 3

(2) broj b djeljivies3

(3) zbroja + b djeljivies 3
(4) razlika a — b djeljiva je s 3.

Neka su a i b proizvoljni prirodni brojevi. Pretpos-
tavimo da za te brojeve ne vrijede ni tvrdnja (1) ni
tvrdnja (2). Dokazimo da sada sigurno vrijedi jedna
od tvrdnji (3) i (4).

Prvo vidimo da a i b ne mogu davati ostatak O pri
dijeljenju s 3. Stoga daju ostatak 1 ili 2. Dakle
imamo, Cetiri slucaja:

a=3m+1,b=3n+1 Tadajea—b =
3(m — n), $to je djeljivo s 3 pa vrijedi tvrdnja

(4).
l)a=3m+1,b=3n+2. Tadajea+b =
3(m+n+1), $to je djeljivo s 3 pa vrijedi tvrdnja

(3)-
ya=3m+2 b=3n+1. Tadajea+ b =
3(m+n+1), $toje djeljivo s 3 pa vrijedi tvrdnja

(3).
V)ya=3m+2 b=3n+2 Tadajea—b =
3(m — n), $to je djeljivo s 3 pa vrijedi tvrdnja

(4).

Tako smo dokazali da vrijedi barem jedna od nave-
denih tvrdniji.

Zelimo |i dokazati da diofantska jednadzba nema
rieSenja, mozemo pokazati da su ostatci s lijeve i
desne strane jednadzbe pri dijeljenju s nekim bro-
jem razli¢iti. Pogledajmo na primjeru.

Primjer 6. Rijesi jednadzbu x> — 4y +5 = O u
skupu prirodnih brojeva.

Zapisimo jednadzbu u obliku x> = 4y — 5. Na des-
noj strani jednakosti je izraz 4y — 5 =4y — 8 + 3
= 4(y —2) + 3 koji pri dijeljenju s 4 daje ostatak 3,
no kvadrati prirodnih brojeva uvijek daju ostatak 0
ili 1 pri dijeljenju s 4. Zato lijeva i desna strana jed-
nadzbe ne mogu biti jednake pa dana jednadzba
nema rjesenja u skupu prirodnih brojeva.

Lema 1. Kvadrati prirodnih brojeva daju ostatak O ili
1 pri dijeljenju s 4.

Ako je x = 2k, tada je x> = 4k? &to je djeljivo s
4. Ako je x = 2k + 1, tada je x* = 4k> + 4k + 1
= 4k(k+ 1) + 1, pax? daje ostatak 1 pri dijeljenju
s 4,

Metoda razli¢itin ostataka

Recimo da imamo umnoZzak pet uzastopnih prirod-
nih brojeva, primjerice: 13 - 14 -15-16 - 17. Pri-
mijetimo da svaki od njih daje drukciji ostatak pri
dijelienju s 5 (3, 4, 0, 1, 2). Kako postoji to¢no
pet moguc¢ih ostataka pri dijeljenju s 5, medu tim
brojevima sigurno se nalazi broj koji je djeljiv s 5,
tj. daje ostatak 0. U ovom slucaju to je 15 i zato je
cijeliumnozak djeljiv s 5. Takoder, vidimo da ¢emo
tada medu njima sigurno imati i barem dva parna
broja (ovdje su to 14 i 16) i barem jedan broj dje-
ljiv s 3 (broj 15). Sli¢ni zakljucci vrijede opcéenito.
Zato nam je u zadatcima s djeljivosti Cesto korisno
dani izraz prikazati kao umnozak uzastopnih cijelih
brojeva.

Primjer 7. Neka je A = n® + 6n” + 8n. DokaZi da
je broj A djeljiv brojem 3.

U ovakvim zadatcima prvo je uvijek najbolje faktori-
zirati jer time dobivamo umnoZzak koiji je korisniji od
zbroja pri prou¢avanju djeljivosti.
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Prvo vidimo da mozemo izluc¢iti n, pa imamo A =
n(n®> + 6n + 8). Nadalje, izraz u zagradi mozemo
faktorizirati pa dobivamo A = n(n> + 4n 4 2n +
8) =n(n(n+4)+2n+4)) =nn+2)(n+4).

Konacno, vidimo da brojevi n, n + 2, n + 4 daju
razli¢ite ostatke pri dijeljenju s 3, pa to¢no jedan od
njih mora biti djeljiv s 3.

Primjer 8. Ako je ve¢i od dvaju uzastopnih prirod-
nih brojeva kvadrat nekog prirodnog broja, dokaZi
da je umnozak tih dvaju uzastopnih prirodnih bro-
jeva djeljiv s 12.

Najprije zapi$imo to “matematicki”. Neka je k> vedi
od tih dvaju brojeva. Tada je maniji od njih jednak
k*> — 1 (primijetimo da je tada k > 1, inade k> — 1
ne bi bio prirodan brojza k = 1).

Njihov umnozak je tada jednak k* - (k> — 1).
MoZemo uoditi i faktorizirati razliku kvadrata ¢ime
dobivamo izraz oblika k*(k — 1)(k + 1). Sada vi-
dimo dasuk — 1, k, k + 1 tri uzastopna broja pa
to¢no jedan mora biti djeljiv s 3, a tada i umnozak
mora biti djeljiv s 3. Preostalo je dokazati da je
umnozak djeljivs 4. Imamo 2 slucaja.

Prvi sludaj: k je paran broj. Tada je k> = k- k djeljiv
s 4 pa je i umnoZzak djeljiv s 4.

Drugi slucaj: k je neparan. Tadasuk — 1ik+1
parni pa je njihov umnozak djeljiv s 4. Stoga je i
trazeni umnozak dieljiv s 4. Kako je trazeni um-
nozak djeljivis3is4 onjedieljivis3-4 = 12 (jer
su 3 i 4 relativno prosti), ¢ime je tvrdnja dokazana.

Primijetimo da ako je broj a djeljivs b i ¢, tako da
b i ¢ nisu relativno prosti, broj @ ne mora nuzno biti
dielivs b -c. Primjer:a=12,b =4,c = 6.

Metoda nejednakosti

Ponekad ¢emo uspjeti lako pronaci jedno riesenje
diofantske jednadzbe i naslutiti da je to jedino
rieSenje, ali i to je potrebno i dokazati. Ovdje
nam mogu dobro do¢i nejednakosti, tako da og-
rani¢imo izraz koji promatramo i dokazemo da ne
postoje rieSenja veca, odnosno manja od naseg
pronadenog rieSenja. Pogledajmo primjer:

Primjer 9. Rijesi jednadZbu u skupu prirodnih bro-
jeva 3* + 4 = 5",

Ocito je x = 2 jedno riesenje ove jednadzbe. Dije-
lienjem zadane jednadzbe s 5% dobivamo

(5)+(5) -t
Kako su % i i izmedu 0 i 1, za x < 2 je
() () > ()4 (3) <o
je (%)x + <g)x < (2)2 + (2)2 = 1 te osim

x = 2 jednadZba nema drugih rieSenja.

Primjena

Danas su rezultati iz ovog podrucja (pogotovo
ratuni s ostatcima pri dijeljenju) iznimno korisni
u kriptografiji. Mozemo re¢i da matematika Cuva
naSe podatke sigurnima na internetu, omoguc¢ava
nam sigurno slanje poruka, transakcije novca i jos
mnogo toga. Osim toga, teoriju brojeva koristi-
mo i u mnogim algoritmima za generiranje nasu-
micnih brojeva u racunalu. Sasvim nasumican broj
racunalu je vrlo teSko osmisliti, pa ¢ak je i ljudima vr-
lo tesko. Ako pitate Covjeka da odabere nasumican
broj od 1 do 10, gotovo 27 % odabrat ¢e 7 (pro-
vjereno na uzorku studenata PMF-a). Zato postoje
razni algoritmi koji koriste velike proste brojeve za
generiranje prividno nasumic¢nih brojeva.

Vratimo se na kriptografiju. Kako nam to¢no mate-
matika pomaze u sigurnosti podataka?

Recimo da Fran Zeli Luki poslati poruku: znaci po-
ruka treba doci od njegovog racunala, pa preko
javnih servera i kona¢no do Lukinog raCunala. Fran
ne zeli da itko na javnim serverima moze procitati
poruku. Zato trebaju imati klju¢ kojim ¢e Sifrirati
poruku i za koji ne¢e znati nitko drugi. Takav tip
komunikacije zove se end to end enkripcija. Ali
opet dolazimo do problema. Kako ¢e si poslati
klju¢ putem javnih servera, a da ga nitko ne otkri-
je? Problem rjeSava algoritam Diffie-Hellmanova
razmjena kljuceva [2]. Pogledajmo kako. U na-
rednom ¢emo tekstu koristiti notaciju  (mod 19)

broj 109 / godina 22. / travanj 2021.



Sto oznaCava ostatak pri dijeljenju s brojem 19.
(Opcenito, ako brojevi a, b € Z daju isti ostatak pri
dijeljenjus brojem ¢ € N, pi§emoa = b (mod ¢).)

Prvo ¢e zajedno odabrati prosti broj p, na primjer
19, te poseban broj g, recimo 3. Sada Ce svatko
od njih osmisliti svoj lokalni klju¢ (prirodni broj ma-
nji od p) koji ne¢e nikome podijeliti. Neka je Fran
odabrac a = 5, a Luka b = 4. Sada svatko od
njih s pomoc¢u g i p sastavlja tzv. poluklju¢ te ga
Salje drugome. Poluklju¢ slazu tako da potenciraju
g na broj a (b) pa uzmu ostatak dobivenog broja
pri dijeljenju s p.

Dakle, Fran e dobiti A = 15 jerje g% = 3’ =
243 = 15 (mod 19), a Luka ¢e dobiti B = 5 jer je
g’ =3*=81 =35 (mod 19). Sada medusobno
izmjenjuju polukljuCeve. Zatim ¢e uzeti dobivene
polukljuceve od druge osobe te ih potencirati na
broj svog lokalnog klju¢a. Tako ¢e dobiti konacni
Klju.

Fran raduna B¢ = 5° = 3125 = 9 (mod 19), a
Luka A’ = 15* = 50625 = 9 (mod 19). Vidimo
da su dobili isti klju¢ K = 9! Primijetite da ako
niste Fran ili Luka i pokuSate iz polukljuCeva A i B i
brojeva p i g dobiti brojeve a i b (koji su potrebni za
sastavljanje klju¢a), zadatak nije jednostavan. Dak-
le, ako znate samo brojeve A, B, p i g, trebat Cete
puno racunanja da sa sigurnos$¢u odredite brojeve
a i b. Trebate zapravo isprobati sve moguénosti.
Zamislite sada da su brojevi p i g ogromni, zadatak
postaje gotovo nemogu¢, ¢ak i za superracunala!

Zadatci za vjezbu

1. Odredi sve parove cijelih brojeva x i y koji za-
dovoljavaju jednadzbu

I T
—+-+—=1
Xy Xy

Zupanijsko natjecanje 1995., 7. razred

2. Ako je zbroj u? + uv + v* dieljivs 9, tada su
brojevi u i v djeljivi s 3. Dokazi.
DrZavno natjecanje 1991., 8. razred

3. Odredi sva cjelobrojna riesenja jednadzbe
X -y =091
Opcinsko natjecanje 2008., 2. razred, A kategorija

4. Nadi posliednju znamenku broja 1! — 2! +
31 -4+ ... 499!
artofproblemsolving.com

5. Odredi sve parove nenegativnih cijelih brojeva

(a, b) koji zadovoljavaju jednadzbu:
2¢.3b 30+l o0 = 13,

Zu,oan/jsko natjecanje 2010., 1. razred, A varijanta

6. Postoji li 8-znamenkasti broj bez znamenke
0 u dekadskom zapisu koji pri dijeljenju sa
svojom prvom znamenkom daje ostatak 1, pri
dijeljenju s drugom znamenkom daje ostatak
2, ..., te pri dijelienju s osmom znamenkom

daje ostatak 8?7
artofproblemsolving.com

7. Nadi sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
10x* + 20y 4 8xyz = 19997°.

Zu,oan/jsko natjecanje 1999., 2. razred
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