povijest matematike

Tko Je prvi...
pravilno konstruirao tangentu
na neku krivulju?
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U modernoj matematici pojam tangente nije od-
vojiv od pojma derivacije. Stovige, deriviranje je
proizaslo iz problema odredivanja jednadzbe tan-
gente na krivulju poznate jednadzbe nakon sto je
René Descartes 1630-ih godina uveo koordinatni
sustav. No, ideja tangente i njezine konstrukcije je
— naravno — bitno starija: tangenta jest pravac koji
se oko promatrane tocke najbolje priljubljuje uz kri-
vulju i ne ovisi o tome interpretiraju li se krivulja i tan-
genta u koordinatnom sustavu ili ne. Prije otkrica
analiticke geometrije (i deriviranja) matematicari su
se morali sluziti “Cistom” geometrijom ako su htjeli
konstruirati tangentu na neku krivulju i naravno da
je taj problem opcenito bio tezi.

Vjerujem da pogadate kako je prva konstrukcija
tangente bila konstrukcija tangente na kruznicu. Bi-
lo je to u antiCkoj Grckoj. Vjerojatno je prvi koji je
znao konstruirati tangente na kruznicu u njezinoj
toCki i povucene iz toCke izvan kruznice bio Hipo-
krat s Hiosa (5. st. pr. Kr., spominjali smo ga ve¢
u broju 76 ovog ¢asopisa), no najstariji sacuvani
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zapisi tih konstrukcija nalaze se u lll. knjizi Eukli-
dovih Elemenata, Ciji se sadrzaj pripisuje upravo
Hipokratu s Hiosa. Tu nalazimo dvije propozicije
koje nam omogucuju navedene konstrukcije:

e 17. propozicija: Iz tocke izvan kruga povuéi tan-
gentu na kruZnicu.
Dokaz ove propozicije sadrzi konstrukciju obiju
tangenti na kruznicu iz tocke A izvan kruznice:
Prvo se konstruira srediste E zadane kruznice
koriste¢i 1. propoziciju lll. knjige Elemenata (sli-
ka 1). Zatim se spoje A i E te nacrta kruznica
istog sredista E koja prolazi kroz A (ljubi¢asto
na slici 2). Slijedi konstrukcija okomice na AE
kroz D (sjeciSte AE s kruznicom), koriste¢i 11.
propoziciju |. knjige Elemenata (crveno na slici
2). Sjecista te okomice s kruznicom koja pro-
lazi kroz A spoje se sa sredistem E (zeleno na
slici 2) — sjecista R i S tih spojnica s polaznom
kruznicom su diraliSta tangenti povucenih iz A
na zadanu kruznicu.
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Slika 1. Konstrukcija sredista E zadane kruznice: Nacrta
se simetrala proizvoljne tetive i presijece simetralom
duZine koja spaja sjecista prve simetrale s kruznicom

Slika 2. Konstrukcija tangenti na zada-
nu kruznicu iz dane tocke A izvan kruznice

e 18. propozicija: Ako je pravac tangenta na
kruzZnicu te ako se povuce pravac koji Spaja Sre-
diste s diralistem, taj je pravac okomit na tangen-
tu.

Euklid dokazuje tu propoziciju, a buduci da se
okomica na pravac kroz danu to¢ku moze kons-
truirati ravnalom i Sestarom, Sto je za starogrcke
matematicare bio uvjet za prihvacanje rieSenja
problema, ova propozicija omogucuje konstruk-
ciju tangente na kruznicu u bilo kojoj njezinoj
tocki B (slika 3): Nademo srediste kruznice A

Slika 3. Konstrukcija tangente na kruznicu u jednoj tocki B

postupkom kao na slici 1, a zatim se kao u cr-
venom dijelu konstrukcije na slici 2 konstruira
okomica na AB kroz B i to je trazena tangenta.

Mozda vas ipak zanima tko je prvi konstruirao tan-
gente na neku kompliciraniju krivulju nego je to
kruznica? | na ovo pitanje odgovor ostaje u antickoj
Grckoj, u doba helenizma, ali nije jednoznacan.
Bio je to ili Apolonije iz Perge ili Arhimed iz Si-
rakuze. Oba ta velika matematiCara Zivjela su u
3. st. pr. Kr. Apolonije je napisao djelo Konike u
kojem po prvi puta temeljito analizira sva tri tipa
presjeka stosca (pisali smo o tome u broju 91) te
medu ostalim daje i konstrukcije tangenti na konike
(s obzirom na kompliciranost Apolonijeva izlaganja
necemo ovdje predstaviti te konstrukcije, zaintere-
sirane upucujemo na knjigu navedenu pod 1. u
popisu literature), dok pak Arhimed u svojem djelu
O spiralama medu ostalim opisuje svoju, Arhime-
dovu spiralu i konstrukciju tangente na nju. Vise o
Arhimedovoj spirali (krivulja Ciju jednadzbu danas
u polarnim koordinatama zapisujemo kao r = a)
napisat ¢emo u nekom od sljedecih brojeva, a ov-
dje cemo samo dati Arhimedovu konstrukciju tan-
gente na nju u proizvolinoj tocki spirale (na njezi-
nom prvom okretu, tj. za 0 < ¢ < 2m). Arhimed
je zapravo dokazao sljede¢u propoziciju, temeljem
koje se moze konstruirati tangenta na spiralu:

Neka je Arhimedova spirala nastala gibanjem tocke
O po rotiraju¢em polupravcu ¢iji poCetni polozaj je
OA'. Ako je P proizvoljna tocka na toj spirali, on-
da je duljina pripadne suptangente® OT jednaka

! Danas bismo rekli: OA je polamna os za polarni koordinatni sustav u kojem je jednadzba Arhimedove spirale r = a@.

2 Suptangenta je duzina ¢iji jedan kraj je O, a drugi kraj T je sjeciste tangente s okomicom na OP.



povijest matematike

duljini luka PS kruznice sa sredistem O, gdie je S duljina suptangente |OT| jednaka r¢, pa je za sva-
sjeciste kruznice s OA (duljine crvenih linija na slici ku tocku P omijer |OT| : r = ¢. Budu¢i da je kod
4 su jednake). Arhimedove spirale r proporcionalno s ¢, s nekom

pozitivnom konstantom proporcionalnosti a, tj. za
svaku toCku P je |OT| : r = r : a, to znadi da ako
produljimo spojnicu O i T za iznos a do toCke B
pa u B povu¢emo okomicu na tu spojnicu i na nju
nanesemo r = |OT| (zeleno na slici 4), dobit éemo
toCku C tangente, tj. pravac PC je trazena tangenta
(za svaku tocku P na spirali su trokuti POT i PBC
sliéni).
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