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UCenici se ve¢ u 7. razredu osnove Skole (ishod
MAT OS D.7.4) upoznaju s formulama za opseg
i povrSinu kruga. Za razliku od nekih drugih for-
mula koje izvodimo od prethodno poznatih, kod
formula za opseg i povrSinu kruga tome mozemo
samo donekle pribje¢i. Koristimo se raznim tri-
kovima kao $to su omotavanje kruznice koncem
kako bismo naslutili formulu za opseg ili rastavlja-
njem kruga na isjecke koji onda preslozeni izgleda-
ju kao pravokutnik kako bismo naslutili formulu za
povrsinu kruga. Koristenjem programa dinamicke
geometrije zorno mozemo vidjeti kako to izgleda.
Stovige, “igrajuéi” se parametrom n, ve¢ u ovoj do-
bi mozemo na lagani nacin predstaviti neke ideje
koje Ce se u nastavi koristiti kasnije. Pogledajte
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Noli turbare circulos meos!
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na GeoGebraTube uradak Udruge Normala o po-
vr$ini kruga: http://bit.ly/p-krug (pristup-
lieno 22. 10. 2020.).

Nakon §to se spomenute formule obrade, uzimaju
se zdravo za gotovo te se viSe ne postavlja pitanje
‘odakle to nama?”. To jest, ne postavlja se pita-
nje moze li se “pravim” matematicki putem odrediti
formule za opseg i povrsinu kruga.

Pravi trenutak za odgovoriti na to pitanje mozemo
dati u 4. razredu srednje skole, i to na dva nacina:
integriranjem — program koji u 4. razredu srednje
Skole ima 128 sati matematike u godini (4 sata tjed-
no), kako se radilo i do sada, te koriste¢i limese.
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Opseg kruga

Zadatak. Odredi formulu za opseg kruga.
Rjesenje

Programom dinami¢ne geometrije mozemo zorno
prikazati (poveznicana uradak: http://bit.1ly/
o-p-krug, pristupljeno 22. 10. 2020.) da ako u
kruzZnicu polumijera r upisujemo pravilne n-terokute,
pa prirodni parametar n pove¢avamo, taj ¢e mno-
gokut sve viSe popunjavati krug. Promatrajuci taj
uradak, mozemo zakljucitio = lim o,.

n—0o0

Slika 1.

Koriste¢i trigonometriju pravokutnog trokuta, lako
saznamo da je @ = 2rsin —. Odnosno, opseg
n

. T

pravilnog n-terokuta je 0, = na = 2nrsin —. Za-
n

kljuCujemo da je opseg kruznice 0 = lim o, =

n—oo

lim 27 sin .

n—oo 2

Kako bismo izraCunali ovaj limes, uvest ¢emo sup-
stituciju s pomocu koje prelazimo na limes u ko-
jemu varijabla tezi nuli. Jasno je da limes niza
nema smisla promatrati kad varijabla tezi nuli. Ka-
ko je niz ustvari diskretna funkcija, umjesto njega
mozemo promatrati limes funkcije. Jasno je da
¢e onda limes funkcije ujedno biti i limes niza. U
visokoskolskoj je matematici uobiajeno umijesto

limesa niza promatrati limes funkcije jer ¢e njihove
vrijednosti biti jednake.

Racunamo:

o= lim 2nrsin — = 2r lim nsin —

n—oo n n—oo n
supst. 1
= 1 = 2rlim —sintm
n=—-,1t—0 =01
t
. sin ¢t . sintm
:2rl1m( 77:) =2r - mlim
t—0 1719 t—0 ITT

=2rm-1= 2rm .

Prisjetimo se kako dolazimo do zakljutka da je

t
lir% smt T . Naime, poznato je da vrijedi
11—
. sinf(x) ,
lim = 1, pod uvjetom da f(x) — 0,
X—a f(_x)

kad x — a. Vidljivo je da argument sinusa u
brojniku i izraz u nazivniku moraju biti jednaki.
Owu relaciju koristimo u jednom posebnom slucaju
lim — = 1. U ra¢unu nam nije slu¢aj da su
argument sinusa u brojniku i funkcija u nazivniku
jednaki, pa ¢emo modificirati algebarski izraz na

L sintm
sliede¢i nacin lim .
. o 1=0 e o )
mnozenjem izraza brojem 1 ne mijenja konacni re-
zultat., Prema teoremu o limesu umnoska i teore-
. N T

mu o limesu konstante mozemo pisati lmg)

11—

77:) Jasno je da se

1714
Imamo upravo situaciju da su argument sinusa u
brojniku i izraz u nazivniku jednaki, pa zaklju€ujemo

. sintrw
mlim =n-1=m.
—0 [T

PovrSina kruga

Zadatak. Odredi formulu za povrSinu kruga.
Rjesenje

Koriste¢i trigonometriju i povrSinu trokuta, Sto se
obraduje u 1. razredu srednje Skole (trigonometrija
pravokutnog trokuta), odnosno u 2. razredu sred-

nje Skole (povrsina trokuta), lako se moze pokazati
L n, . 2n
davrijedi P, = —r“sin —.
2 n
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Slika 2.

To slijedi izravno iz Cinjenice da je povrsina jednog
karakteristi¢nog trokuta jednaka polovini umnoska
duljina susjednih stranica i sinusa kuta medu njima.

Treba ustanoviti Sto se dogada s tom povr§inom
kad n tezi u beskonacnost. Odnosno, promatramo
.n, . 2r
lim —r sin —.

2 n

n—oo

Analogno izvodu za opseg, racunamo:

no, . 2m r2 2n
P = lim —r sm— = — lim nsin —

n—00 n—oo n

Supst
— hm — sin 2t
[ — 0 2 t—0
21

" kim (sttTC
1—0

5 2t

P2 sin 2t7
= — - 27lim

2 1—0 2t
=r’r- 1= rm.

Osvrt na kurikul

Premda je navedeni sadrzaj van okvira sadrzaja koji
se uobicajeno radi u $koli, moramo naglasiti da on
ipak jest u skladu s kurikulom nastavnog predmeta
Matematike za gimnazije i za strukovne $kole na

razini 4.2. Naravno, uvijek se moze zadati boljim
uCenicima ili ¢ak svim u€enicima za razmisljanje.
Pritom taj sadrzaj zadovoljava odredene ishode iz
svihrazreda godi$nje satnice 140+ 140+ 105+96,
dok sama kruna dolazi u 4. razredu srednje skole.
Ovaj je sadrzaj mozda primjereniji za ucenike ko-
ji imaju “jatu” satnicu, ali se moze iskoristiti i za
darovite ucenike “slabije” satnice ili kao projektni
zadatak.

Takoder je vazno napomenuti da je navedeni sadrzaj
prozet i svim matematickim procesima objasnje-
nima u kurikulu nastavnog predmeta Matematika.
Da podsjetimo, to su prikazivanje i komunikacija;
povezivanje; logicko misljenje, argumentiranje i za-
kljuCivanje; rieSavanje problema i matemati¢ko mo-
deliranje te primjena tehnologije.

Za one koji zele jos vise: navedene formule su
dobivene promatrajuci upisane pravilne mnogoku-
te. Iste formule izvedite koriste¢i opisane pravilne
mnogokute.

Povrsina kruga — integralom

Pogledajmo za kraj izvod formule za povrsinu kruga
pomocu integrala, kako se to nalazi u udzbenicima
Matematike za 4. razred gimnazija i tehnickih Skola.

Zadatak. Odredi formulu za povrsinu kruga.
Rjesenje

Promotrimo kruZnicu polumjera r sa sredistem u
ishodistu koordinatnog sustava, odnosno kruznicu
x% +y* = 2. Prijelazom na eksplicitni zapis i pro-
matrajuc¢i samo gornju polukruznicu, zaklju¢ujemo
da je trazena povréina 2 f:r Vr? — x2dx. Mozemo
jo$ jednostavnije — promatrajuc¢i samo dio kruga ko-
ji je u 1. kvadrantu, pa je trazena povrsina jednaka

4 for V2 — x2dx.
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Odredimo povrsinu:

P:4/ V't — x2dx
0

supst.

Slika 3.
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Racun nije nimalo jednostavan i trivijalan. Na
sli¢an se nacin, primjenjujuci integrale na problem
odredivanja duljine luka ravninske krivulje, moze iz-
raCunati duljina luka cijele kruznice odnosno njen
opseg, Sto trazi kompleksna znanja iz primjene in-
tegrala i obradu sadrzaja koji uvelike premasuje
opseg gradiva srednje skole.

Ovdije je potrebno posebno napomenuti odakle za-
kljuSak daje v/1 — sin?t = cost, ane | cost| (dru-
ga i treca jednakost). Naime, koriste¢i osnovni tri-
gonometrijski identitet sin? ¢ + cos?>¢ = 1, lako je
ustanoviti da je v/1 —sin?¢ = |cos#|. Supstitu-
T
cijom je ustanovijeno da je t € {O, 5} a pozna-
to je da je kosinus kuta u 1. kvadrantu nenegati-
van, stoga zaklju¢ujemo da u ovom sluc¢aju vrijedi

v1 —sin2t = cost.

LITERATURA

1/ B. Daki¢, N. Elezovi¢ (2014.): Matematika 4, 2. dio,
udzbenik i zbirka zadataka za 4. razred prirodoslovno-
-matematicke gimnazije, Element, Zagreb.

2/ A. Antoli§, A. Copi¢ (2007.): Matematika 4, 2. dio,
udzbenik sa zbirkom zadataka za 4. razred prirodoslovno-
-matematicke gimnazije, Skolska knjiga, Zagreb.

3/ I. Gusi¢, J. Gusi¢, M. Gusi¢ (2015.): Krug i elipsa,
Poucak (str. 20-31, broj 62, vol 16.), HMD, Zagreb.

4/ Kurikulumi nastavnih predmeta Matematika za osnov-
ne skole i gimnazije i Matematika za srednje strukovne
skole na razini 4.2, NN 7/2019, NN 10/2019.

79



