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Kako zapisati rezultat?

Jelena Gusic, Zagreb

Cesto je rezultat matemati¢kog zadatka numericki,
a ako taj rezultat nije cijeli broj, postavlja se pita-
nje koju aproksimaciju njegovog decimalnog zapi-
sa napisati kao odgovor. U¢enici znaju biti u dilemi
kada treba odabrati kako zapisati rezultat da bude
prihvatljiv.

Najjednostavnije bi bilo da postoji propisana toc¢nost
rezultata. Kako takve odluke u naSem sustavu ne-
ma, odluka o prihva¢anju ili neprihvac¢anju ostaje
na sastavljac¢ima ispita. Kako predvidjeti te odluke
i kako u¢enicima pomoci? Bi li dogovor oko pro-
pisane to¢nosti pomogao ili odmogao ucenicima?
Treba li nam takav dogovor?

Ova je problematika uklju¢ena, kako je to navede-
no u Kurikulumu nastavnog predmeta Matematike,
u matematicke procese:

o prikazivanje i komunikacija
o rjesavanje problema i matemati¢ko modeliranje
e primjena tehnologije.

Osvrnimo se, najprije, na uporabu dzepnog racunala.

Pogledajmo sliedeci zadatak.

Jelena Gusi¢, prof., XV. gimnazija, Zagreb

Zadatak 1.

Potrebno je izracunati \/5 \/§ Koliko iznosi rezul-
tat zapisan kao decimalan broj?

Ovim se zadatkom provjerava uporaba dzepnog
ratunala. Kako to znamo? Iz rezultata ne mozemo
zakljuciti kako je ucenik ratunao. Da smo Zeljeli
provjeravati svojstva operacija s korijenima, trebali
smo jedan ili oba radikanda zamijeniti parametrom.

Mi bismo ovaj zadatak najvjerojatnije rijesili na
nadin da pojednostavnimo \/§ . \/§ = \/6 i on-
da decimalni zapis dobijemo uporabom dZepnog
racunala:

2.449489743

Neki ¢e ucenici upisati direktno kako je zadano i,
naravno, dobiti isti rezultat.

2.449489743
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iz razreda

Sad se postavlja pitanje zapisa tog rieSenja (prika-
zivanje i komunikacija). Tocne aproksimacije rezul-
tata 2.449489743 su

2,24, 245, 2.449, 2.4495, 2.44949,
2.449490, 2.4494897, 2.44948974.

Koje su od tih aproksimacija prihvatljive kao to¢an
odgovor?

Vecini je “jasno” da 2 ne bi bio prihvatljiv odgo-
vor, ali koji bi rezultat bio? U odgojno-obrazovnim
cilievima ucenja i poucavanja predmeta Matemati-
ka navodi se da ¢e ucenici: rjesavati problemske
situacije odabirom relevaninih podataka, analizom
mogucih strategija i provodenjem optimalne stra-
tegije te preispitivanjem procesa i rezultata, po
potrebi uz ucinkovitu uporabu odgovarajucih alata i
tehnologije'.

Preispitivanjem rezultata dobije se:

(V2-V3)? =6

22
.................................................. 4
2.4%
............................................ 9:.76.
2.45%
........................................ 6.0025,
2.449°
.................................... 2.997601
2.4495°
................................ 6.00005025,
2.44949%
A ——— 6.00000126,
2.4494897°
................................ 9:.99999979
2.44948974%
.............................. 9:999999986
2.449489743%

6. 000000001

Uvidom u dobivene vrijednosti prihvatljivo je da 2 i
2.4 ne bi bili “dobri” rezultati.

Postoji jo$ jedan argument zbog ¢ega 2.4 ne bi bio
prihvatljiv odgovor. Neki bi u¢enici zadatak mogili
rieSavati ovako:

.............................. 1.414213562,
3
.............................. 1.732050808.
1.41%1.73

2.4393

pa bi rezultat koji su dobili, a koji je konacan broj,
mogli zaokruZiti na 2.4. Ovaj postupak nije prih-
vatljiv u zadatku u kojemu se provjerava uporaba
dZepnog ra¢unala. Da uporaba tehnologije nije do-
pustena, oCekivani postupak bio bi upravo takav
— pokazati poznavanje aproksimacija korijena na
1 — 2 decimale (napamet ili iz tablica) i ruéno
mnozenje. U slu¢aju uporabe tehnologije ucenici
trebaju pokazati da znaju ucinkovito koristiti dzepno
raunalo, Sto pokazni postupak nije (jer nije efika-
san ni vremenski, a ni po preciznosti).

Vazno je napomenuti da kada bi se donijelo pra-
vilo kako zapisati decimalni broj u odgovoru, to bi
pravilo govorilo o to¢nosti rezultata. Ucenici bi tre-
bali znati da koraci u racunu trebaju biti precizniji
od kona¢nog odgovora. Tako, u prethodnom zaok-
ruzivanju v/2 i v/3 na dvije decimale, rezultat nije
to¢an na dvije decimale.

Usput napomenimo da je rjeSenje koje nam je
dalo dZepno racunalo — broj 2.449489743, zaok-
ruzeno na devetoj decimali. Kada bismo trazeni
rezultat zapisali preciznije, tada bi rezultat bio
2.449489742783 ... Neki drugi tip dzepnog ra-
Cunala dao bi rezultat 2.449489742 u kojemu nije
zaokruzena posljednja prikazana znamenka.

Svakako bi bilo preporucljivo s u€enicima o ovo-
me diskutirati i to ne samo na slozenim primjerima,
veC i na jednostavnim, kako bi uocili problem i ka-
ko bi shvatili da za efikasno koristenje dzepnog
raCunala moraju poznavati i matemati¢ke sadrzaje
i racunalo.

! https://skolazazivot.hr/wp-content/uploads/2020/07/MAT kurikulum_1_71.pdf
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Pogledajmo sljede¢i zadatak u kojemu tehnologija
nije problem, ali jest ono $to se u kurikulumu naziva
rjeSavanje problema i matemati¢ko modeliranje.
U zadatku je model zadan formulom, a u¢enik treba
pokazati da moze provesti interpretaciju problema.

Zadatak 2.

U nekoj su tvornici uo¢ili da se broj proizvoda B(t),
koje zaposlenik napravi u jednom danu ponasa
prema formuli

B(t) = 63 —29.4 - 27034

gdje je t broj mjeseci nakon sto je zaposlenik za-
poceo izradu tih proizvoda. Koliko je proizvoda,
prema toj formuli, zaposlenik mogao proizvesti u
jednom danu

a) u kojem je zapocCeo izradu tih proizvoda
b) 8 mjeseci nakon $to je zapoceo izradu tih proiz-
voda?

Rjesenje.
a) Treba odrediti vrijednost funkcije za t = 0.

B(0) = 63 —29.4.270540
=63-294-2°
=63 —29.4 =33.6.

Isto nam daje i dZzepno ra¢unalo:

63-29. 4x27%51%0

Sada je potrebno interpretirati vrijednosti funkcije i
rezultat.

Ocekujemo da je vrijednost funkcije cjelobrojna
(broj proizvoda), pa rieSenje 33.6 nije prihvatljivo.
Po zadanom modelu zaposlenik ne uspije napraviti
cijeli trideset Cetvrti proizvod, stoga je odgovor 33
proizvoda. Prihvatljivo je i “33 proizvoda i dio tride-

set Cetvrtog”, “gotovo 34” i sli¢no, ali ne i odgovor
34.

b) Sli¢an se problem pojavljuje kod vrijednosti funk-
ciiezat=8:

B(8) = 63 —29.4-270%8 — 61.5280341 ...

63-29. 4x27%51%8
61.5280341

Ovdje dzepno rac¢unalo ucenicima ne bi trebalo
predstavljati problem. U sljede¢em racunu vidimo
da i ucenici koji ne znaju efikasno koristiti dzepno
ratunalo, ve¢ moraju prepisivati medukorake, do-
biju rezultat zadovoljavajuce preciznosti.

0.54x%8
............................................ 4.32,
2"1.32
............................ 0.92500668673.
29.4%9.05
............................................ 1.47.
63-1.47

61.53

Kako smo ve¢ prije analizirali situaciju, znamo da
zaposlenik nije uspio zavrsiti 62. proizvod, pa je
odgovor 61, a ne 62 kako se dobije pravilnim za-
okruzivanjem na cijeli broj.

Da je to doista tako, vidimo jer niti 9 mjeseci nakon
Sto je zapoceo izradu tih proizvoda dnevna proiz-
vodnja nije 62:

63-29. 4x2%51%8
61.5280341

63-29. 4x27%51%3
61.98762467

Iz grafickog prikaza mozemo bolje vidjeti o ¢emu
se radi u zadatku. Graf zadane funkcije

B(r) = 63 — 29.4 . 27054

prikazan je na slici 1.
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Slika 1.

Vrijednosti funkcije na domeni [0, co) (prirodnoj za
ovaj zadatak) su iz intervala [33.6,63) . Funkcija
B(t) u realnom Zivotu poprima samo cjelobrojne
vrijednosti iz intervala [33,63) . Ako Zelimo poka-
zati funkciju koja poprima samo cjelobrojne vrijed-
nosti, onda se to vidi na grafu prikazanom na slici
2.

~
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Slika 2.

Analizom grafa primjecujemo kako funkcija u po-
Cetku brzo mijenja vrijednosti, a kasnije je potreban
duzi vremenski interval da bi se vrijednost funkcije
povecala za 1 te nakon §to postigne vrijednost 62
na toj vrijednosti i ostaje (jer je y = 63 asimptota
funkcije).

Moguce je ¢uti prituzbe ucenika ako im se ne priz-
na odgovor 62 u b) zadatku da su oni sve to¢no
napravili. | doista, da je zadatak bio odrediti B(8)

za funkciju B(t) = 63 — 29.4 - 27954 j odgovor
zaokruZziti na cijeli broj, tada bi to¢an odgovor bio
62. UcCenicima bi trebalo osvijestiti razliku izmedu
ta dva zadatka — jedan je zadatak u kojemu se
trazi procedura, a drugi je zadatak matemati¢kog
modeliranja gdje je potrebna analiza riesenja. Ta
dva zadatka mogu, ali, kao $to smo vidjeli u ovom
primjeru, ne moraju imati isto rieSenije.

Cesta je primjedba u¢enika da je i tako sve to sa-
mo “otprilike” pa ¢e mozda neki zaposlenik uspijeti
napraviti bas 62 proizvoda. Tu su uéenici potpuno
u pravu. Neki ¢e zaposlenik mozda napraviti i 65
(mada model to ne predvida), a neki samo 53 pro-
izvoda, ali mi ne pitamo $to je stvarno bilo (to bi se
odredilo statistickim pokusom u tvornici), ve¢ §to
na$ model o tome kaze.

Nesto viSe o takvoj preciznosti mozemo vidjeti u
sliede¢em zadatku.

Zadatak 3.

Marija je “na dijeti od 1500 kcal”. Vec¢ je pojela
1350 kcal. Koju koli¢inu mrkve moze jo$ pojesti
ako 100 g mrkve ima 41 kcal?

Postupak je prikazan u racunu:

1500-1350
.............................................. 150,
Ans/41
.............................. 3.658536585.
Ans*100

365. 8536585

Kako zapisati rezultat?

Svaki od pribliznih rezultata

370, 366, 365.9, 365.85
365.854, 365.8537. ..

broj 107 / godina 22. / prosinac 2020.



prihvatljiv je kao odgovor sto vidimo preispitivanjem
rezultata:

g mrkve kcal ukupne kalorije
370 151.7 1501.7
366 150.06 1500.06

365.9 150.019 1500.019

365.85 149.9985 1499.9985

365.854  150.00014 1500.00014

365.8537 150.000017  1500.000017

Ipak, mozemo se upitati ima li smisla odgovor: Ma-
rija moZe pojesti 365.854 ... g mrkve?

Vazno je znati:

o kakvu vagu Marijaima —ako vaga nema dijelove
grama (Sto je dosta Cesto na ku¢nim vagama),
nema smisla zapisati rezultat 365.9 g

e moze li se odrezati mrkva tako da dobijemo
to¢no 366 g

e odgovaraju li podatci o kalorijama® mrkvi koju
Marija ima.

Sva ova pitanja pokazuju da ovdje nije potrebno
odgovarati jako precizno. Ipak, raéun se mora pro-
vesti s podatcima koji su zadani, a prilagodavanje
se radi tek na samom kraju. Vrednovanje mate-
maticke komunikacije u kojoj uéenik iznosi svoja
razmisljanja, postavija pitanja i odgovara na pitanja
koja nadilaze opseg izvorno postavljenog pitanja’,
omogucavaju uc¢eniku da prepozna realni kontekst
ovog pitanja, tako da ¢ak i odgovori 350 g, 400 g i
sli¢no, mogu biti prihvatljivi uz prethodno proveden
i prikazan rac¢un i obrazlozenje odgovora.

Cak i preispitivanjem rezultata

gmrkve  kcal
350 143.5 1493.5
400 164 1514

ukupne kalorije

vidimo da najlosija aproksimacija (400 g) ima
greSku manju od 1 % (0.93 %).

Takoder moramo biti svjesni da to ne znadi kako je
prihvatljiv bilo koji rezultat iz intervala [350,400].
Da bi rezultat bio prihvatljiv, on mora slijediti iz
tonog postupka. Ako rezultat nije to€no zaok-
ruZen, treba obrazloziti zasto to nije u€injeno. Reci-
mo, odgovor 360 g moze biti prihva¢en ako ucenik
kaze da je vidio kako neke sorte mrkve imaju pros-
je€nu tezinu 60 g, pa Marija moze pojesti 6 takvih
mrkava i bez vaganja. Medutim, ucenici bi morali
biti jako mastoviti da bismo prihvatili odgovor po-
put 364.27 g. Pri ovom odgovoru Marija bi ukupno
pojela 1499.3507 . .. kcal, $to je 0.6493 kcal ma-
nje, pa je greska 0.043... %, dakle zanemariva, ali
to¢nim rac¢unom, €ak i povrSnim zaokruzivanjem,
nemoguce je dobiti taj rezultat.

Ovdje smo se dotaknuli nekih problema koji se po-
javljuju u vrednovanju numerickih rieSenja matema-
tickih zadataka i pokusSali ilustrirati da su razlozi
zasto rezultate ne aproksimiramo po istim pravili-
ma matematicke prirode, a ovise o ishodu koji se
zadatkom provjerava. Aproksimacija riesenja po-
vezana je s kontekstom u kojem se problem i njego-
vo rieSenje nalaze, a argumentiranje i interpretiranje
rieSenja u kontekstu je bitan element matematicke
komunikacije koji zelimo da svi u¢enici usvoje.

Nesto viSe o prikazivanju rieSenja mozete naci i na
straniciNCWO: https://mkOncvvot6usx5xudd.
kinstacdn.com/wp-content/uploads/2017/
10/MAT-dodatak. pdf.

% Podatci preuzeti sa stranice: https://www.fitness.com.hr/prehrana/nutricionizam/Tablica-kalorija-povrce.aspx
3 https://skolazazivot.hr/wp-content/uploads/2020/07/MAT kurikulum_1_71.pdf



