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�	 	� ��� ���! ����� �� ����	�� xi ∈ R � ����������

�� 
�������� �������	�
wi ∈ R�i = 1, 2, . . . , d����
��	� 	��� � � 
��� �� � b ∈ R �	��� ����	�
� ��	

 	���� � ���� 
� ���� ���
������ ��� ��� ����� �� �. ��

��� �� �
������ �� �� �� �����	�� � ���� ���� �!��� 

��
� ���
�	����	��	��	 ��������
�� !�����
��� � 	

��� ���� � ��  �
� ���������� � ������ �� � �� � 
��������

�� � z �	�� � � ���� 
	 �� ���� ��������
� ��������

z =
d∑

i=1

xiwi + b. (1)

0� 
����� � �� � �� � ��  � 
�����	 	 ���� ��� ��

z = xW + b,

� ����� � ��

W =

⎡
⎢⎢⎣

w1

w2
���

wd

⎤
⎥⎥⎦ .

����	�� ��� �	 x�
������  � W ��������	 � �����

�� �� f ��� ������� � ���� �� ��� �����,�

���
� ;������	����	�

0��� � ����	�� �� � �� �� � o �	���� �����  	 �� 	

o = f (z) = f (xW + b),

���� �� f ���� 	������� �������� � ������ �� L�M�

*�
���� ������	�	

� � �����	�
� ����� �������� � ������ �� �� ����
�
�
�

f (x) = x,

	��	��	 ���� � ����	�� �� ��� � o = xW+b�4	���

����	�� �	���	���
�	�� �������� �� ���� �� �'�< 0� /

+������(������ �)*�	� �
����-�

*�����$�� �������� � ������ �� �� � 
�� ��������� +�����

�	�� 
���� ��	�%�� %�����- ������� ���� � E ���3+����

�� �-�6 � � �	 ���  	  	�������	�� �	���� ���� �

 	 "#� +�����+������
� ��'�� ,��-�6 � �� �  	���

�� ���� ����������� 
� ��  	��� �	���
�
��� ����	��


� ��� �� �� 
�� ��� ����� ���� ���� �� � 	�� 
������� ��	

	��	����� &����� 
�	��� ���� �	� �� ��� ����  	���

���� ��! ����	�� ��� ����� � � �� � 
� �� �� ��� �����

� 	 	���� � �� ��� ����� L5M�

f (x) =
{

1 �� x ≥ 0,

0 ��� ����

���
� 3����# *6�	
����

F ������� �	�� � � � � 	� 	 �	�
������� ��� ��� ����� �

���� �� � 	��
���� ����� ��� ��������

f (x) = max(0, x).

����	� �	���	���
�	�� �������� �� 	 � �
��� ���� ��

�������� �� ���� �� $�#� +�����  ����&�� ���	�

,��-� �> �� 
	 �� �	���
��������� ������  ���� ��� �����

f (x) = ln(1 + ex)�

� � �� ������ 	 � �
��� ���� �� ��������  	��� �� �	���
�
�

�������� 
� ����� !�� �� 	���"

f (x) =
ex − e−x

ex + e−x
,

	��	��	 	��������� �������� +�����
�'����� ��'����

%�����-"

f (x) =
1

1 + e−cx
.

�� ������ !����	� ""�!�����# � � "�"��



���
�  � , ��������
� 6�	
����

� ������ �� ��� ��� ��� �� �� � �� ��x ∈ R �������

f (x) ∈ [0, 1] 
� �� �����������  ���� � � �� � 	�	��

�� �� 	� 
� ��� ���� ��  �
	�� �	�� �	���
� ��� �����


+����� I-�

6 �  ���� 3 �� �� � ���� � �� ������ $��! �������� � ������ �� �

*�� �� ������ �������� � 	 ��� ��� � �� � �  	 � �
��

�� ���� ����	�� �� �	�� ��������

� � ��� �������� f (x)

����
�
�
� x

� 
��

{
1 �� x ≥ 0

0 ��� ���

� 	��
���� ����� ��� max(0, x)


� ����� !�� �� 	���
ex − e−x

ex + e−x

�	���
�����
1

1 + e−cx

. � ����� ��7 � ������ C�� 6�	
���� # ������ ��

4���
� ��� ��� ������ � �
��� ���� �� �������� �� ��������

���	����.�� � ������ ����� ���� �� ����	�� ��� � �

	 ��� � �
��� ���� ���� ����	�� ��
	� ��	�� �/�	 ������

��  � 
� � 
����� ����������

���� �� x = [x1, x2, . . . , xn]����� xi � ���� 
� ���� � ��


��� ���� i�
	� ����	�� � ���	 ��	�� 	� n ����	�� �

6 � �� �� ��%��	- �������� �� �� �"

f (xi) =
exi∑n
i=1 exi

.

( � �� �	 �� 	�� �������� �� ������ $�� �	���� 
��� � � �	�

 �� � � ��� ����� ���� ���  ��	 �	�����
	� � ��
�� �� �

���
�� ����� ����	�� 
�	�
�� � 	� 
	�� �� �� ������ $��

�	���
�� ���� ��	 ��	�� ����	�� ���� ���� ��� �������

�	�
�����	�� 	��� ��� �� �� ����	�� 
�	�
� ��� � ��	�
�

���	���� ���

&	�
	�� ��� ��� ����� �������� �	�� ��  	�� �	����


�
��� 	 � ������ ��� �������� �  	���� ����	�� �*��

	�� � �� ������� �� �� � �
��� ���� ����	�� z �� �	�

�	� ��	 +3-�

����������
 ������� ��� 	 ����


����	�� ��  ����� �� �����	�
� ����� � �!�
��
��� ��


����	�
�� ����	����� ������ +������� 
	#�� %��

��%��.	�� ��.���-� .�� � � ������ �  	 ���� ���	�

����	�� ��� ��� ��� �������� ��� 	���� ���� � � ��	��

����	�� �	���� �����	 ����� �����	�  ������ �� �

� 	��� 
��! ���� �� ��� ����	�� � 	��	��	 ��� ��

���� ��  ������ 	� ��� ���! ����� �� � �� � ���� ��	

��	���&��
	 ����	����
	� ��	�� ����  ����	 �	

� 	���� ��L5M�� � ���
� ���
����� � �� ����	�� � �!�
���


���  ����� �'�< 0� / +�������� � ������ �� ������
�
�
� -

�&����� 
�	�+�������� � ������ �� �� � 
�� ��������� -�

%���	�
�� &������' ����	����� ������ � �	 � 
�� �

 	 �� 	 ��� ��	���� ����	�� �*�� ���� ����	�� 	���

�� ���  �����	 ���	 � ����	�� � � ������$��

��	���� � ��� 	 �� ��  ����� ������� �������� �� �

�� �� � �� ��	� ����	�� � ��	�� � 	���� �� � � �� ��

����	�	 � ������$�� ��	�� 
� 
� �� � ��	��� ����  	

����� 	�
�� +��������� 
	#��-� ( ��� �	
�	

�� ��� 	 �� ��  ����� �
�	������� �������� L7M�

��
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��� � � ������  ���������

������ +������������� ��.����-�6 	 � �  ����� �

�	�� � � 	� 
	�� � �� ���� ����	��	��	��	 � 	� 
	�

�� � �� ���� �����	��	���� � 	���� �� ����	�	

� � ��
!	��	 ��	������� 	� � 	��� 
�!  ����� 	��

� �!�
��
��� �� G �   ���	��  ����� �	�� � � ���� �

��	�����	�� � � 	���� ��������� ����  � ����� ���	�

� � 	��� 
�� ����  � � 
� G 	� � ����	��  ����� �	��

� � � � � 
	��� �  	 	� ��	�� � � 	��� 
�� ����  � L�M�

&�	 	
�� 	 �� ����	�
� ��� � �� ���� � �� ����� �

 	��$��	�
� � �� ��� ����	��	��� � ���������  �����

+� ����� 
�	�� - ��������	���! � ���������!  ����� �

+��������

&����� 
�	�	 �� ����  	 ����	��	���  ����� ���

��	�� �	���� 	 � �
��� ���� �� �������� �	���
� �
�� �

����������� ��� � 	����������	��� 	 � �	����� � �� ��

� �  	 E ���3+6 < ( ����	��-�&����� 
�	��� ����� 	�

�� �����	�
� �����! ����	�� ��!  ����� �	�� �� 3=�7�

�	���� 	�  ����	 F �� �� % 	��� �� 

L�M�

�� ����
�� ���� �	��
����� � 	 ����	�
� ���� ����� 
�	�

�	��� ���� 
� ���� �	������� ��	� )�)�(�� ���� 	�� 
�� 	�

��  �
�(0, 0), (0, 1), (1, 0) �(1, 1)�� ���� � f (z) 
���
 �  �
�0, 1, 1, 1����� 
��� �	 �� �������
���  � 
���� W

�� �  �
�W = [1, 1]T 
� �� �� b = 0�

(�� ���� 	�� 
� � ��
��� ���� 0��� �

+E�E- E E

+E�3- 3 3

+3�E- 3 3

+3�3- 5 3

. � ����� "�. � ����� ������	����� 
���� ���� ����� �� �� � 
��# 7%7

��	 ����� 	 �	 �
����	� )��	�	���	 �� � �	 �����
�b
� b = −1 ��  ��  	 �	 ����� � �� ��	 ����� �����

(�� ���� 	�� 
� � ��
��� ���� 0��� �

+E�E- �3 E

+E�3- E E

+3�E- E E

+3�3- 3 3

. � ����� <�. � ����� ������	����� 
���� ���� ����� �� �� � 
��# 7

4���
� � � ����� 
�	�	 ��  	��� 	 �	��
����� 
�

� ��	� )/0�1,�2)34 )�) +54 -�D�$� �	� 
� ��	� ����

�	�
� ��	� �� �� 
�� ����	��	���  ����� �� ��� ����

� �	 �� ��� 	
�� ���� ��  �	 � ��������� �� 
�# 
���

 � ��  ���� ���	��� ����	�� ��  ����� �

,��������� �����
� ������

. �� ��  ����� 	��	������ �������� ��
��  �	��

�	���� 
� �� 	�	� ������� � /�	 ���� 
�	 ����!	��

 � 
� � 
����� � 	�� �����

���� �� S ���� � � �	���	���� ����	�� �  ������.�

�� �� ���� ������ ����	��	�� ��� � �	���� ���� 	�� 

�� 	�	� ������� �

&�	 	
�� 	 �� ������ ����� ��� � l�
	 ��	�� ����	�� �

���� �� l = 1, 2, . . . , S� ���� �� rl ∈ N  �	����

��	�� � 
	 ��	�� 
� ���� �� rl−1 ∈ N  �	�����	��

�� � ��
!	��	� ��	�� +	��	��	 �� ������ d ��� ��	�

� 	�� 
�� � �	 � �	 � 
��  	 � �����	�-� *� o l−1 	��

�� ���
$�� 	 ���� � � ��
!	��	� ��	�� ����	�� �

o l−1 = [o l−1
1 , o l−1

2 , . . . , o l−1
r l−1

].

( ������ �� �� �� �� l = 1�� �  	

o0 = x = [x1, x2, . . . , xd].

4� 
���� 
������ l�
	� ��	�� �Wl ∈ Mrl−1rl(R) �� �� ��
� �

Wl =

⎡
⎢⎢⎢⎣

w l
11 w l

12 . . . w l
1rl

w l
21 w l

22 . . . w l
2rl

���
���

���
���

w l
rl−11 w l

rl−12 . . . w l
rl−1rl

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

D��
	� � �� �� b l �� ��� � �

b l = [b l
1, b

l
2, . . . , b

l
r l

].

*� z l 	��� ��� �� 
$�� 	 ���
	� 
��������! �� � l�
	�
��	�� +� �
��� ���� l�
	� ��	�� -"

z l = [z l
1, z

l
2, . . . , z

l
r l

],

� ����� � ��

z l
j =

r l−1∑
i=1

w l
ij o

l−1
i + b l

j .

!� ������ !����	� ""�!�����# � � "�"��



4� 
�����	����
	� b l  	��� 	 �	�� 
��� 	 �� �������

�� �  � 
���� Wl 
� ���� � � ��
!	��	� ��	�� � �	�����
�

�������	 "

W ′
l =

[
Wl

b l

]
, õ l−1 = [ o l−1 1 ] .

6 � �� �� ������ ���
�	

z l = õ l−1W ′
l .

�� �� �� �� � �
��� ���� �� �������� l�
	� ��	�� f l����� �

��	�� ol �� ��� � �

o l = [o l
1, o

l
2, . . . , o

l
r l

]

= [ f l (z l
1), f l (z l

2), . . . , f l (z l
r l

) ].

*� ��  	��� 	 �	��
����� 
� ����� � ����� � ������

�� ��	�� �	�� �� ����� �� ��������	 )�)�4� 
���� ���� ��

�� �� �� �� � �

X =

⎡
⎢⎣

0 0
0 1
1 0
1 1

⎤
⎥⎦ .

>������� ���� � y �� �� �

y =

⎡
⎢⎣

0
1
1
0

⎤
⎥⎦ .

*���������	� � � 
 $�� ��� ����	�� r1 = 2 
�

$�� �	���
�
�� 	��
���� ����� ��� � �
��� ���� �� ��������

f 1(x) = max(0, x)� 0��� �����	�� � 
 $�� ���� ����

��	�
� $�� ����	� ���� �  �
������ � � �
��� �����	��	��

�	 � �
��� ���� �� ��������  �
$�� ����
�
�
� �

���� ��

W1 =
[

1 1
1 1

]
, b1 = [ 0 −1 ] .

��
��� ���� ����� � � ��	� ��	�� z1 = XW1 + b1 �

o1 = f 1(z1) �� ���� � �

z1 =

⎡
⎢⎣

0 −1
1 0
1 0
2 1

⎤
⎥⎦ , o1 =

⎡
⎢⎣

0 0
1 0
1 0
2 1

⎤
⎥⎦ .

���� �� � � ��

W2 =
[

1
−2

]
, b2 = 0.

'	 ���  	 ���� � o = o2 = z2 = o1W2 + b2

o = y =

⎡
⎢⎣

0
1
1
0

⎤
⎥⎦ .

(�� ��� ��
��� ���� 0��� � ��
��� ���� 0��� �

� 	�� 
� � � ��	� ��	�� � ��	� ��	�� ����	� ��	�� ����	� ��	��

+E�E- +E��3- +E�E- E E

+E�3- +3�E- +3�E- 3 3

+3�E- +3�E- +3�E- 3 3

+3�3- +5�3- +5�3- E E

. � ����� ;�. � ����� ������	����� 
���� ���� ����� �� �� � 
��# ����8�5��*� 7%7

����� 	 ��� � 	 	$�� ���� ���	�������	�� ��  ����� 	 �

�� ��
���	������� ��� ��� � 	�� 
�� �������� �� ������ ���

 ����	�� ��	�
��� 	� �
���� ������������� �� 	
�� �	

�� �	�� 
�	 � 	� �� ��
���	�� ��
��������  	��$��	�
�

����	�� ��� � � � �	��� ���� ���� ���	���! ����	�� ��!

 ����� � � �����	���
�� �������� �������

-���������
� �����
� ������

D��� ���	��� ����	�� ��  ����� �� ����  	 �����	� 

��
��� � �	 �� 	������ �	� � 	
� ��	 � 	���� ��!

��	���� ����	�� � � ����� � �� ���� ������	���
��

	�
�.  ����	 �� �	��	������ ����	��	���
��� �	  ��  	

�� ��� �� � � �� ������ �������	 ��� 	���� ���� � � ������

��! ��� �����
� ���� �6 � � 	���� ���� � �� ���� �� ����

������
���&��
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 �
����� ���� �
� ��� 
�� ���� ���� 	 ���� 
� �� ������ 	�

�� � � 
� 	��$��	�
�	��� �� ��� �	�� ���! � 	���� �	�
�

�� ������

��  ���� 	 �� ��� ���� 	�� 
� � ���� � ���� ���
	����$�

���	� ����� ����� � 	��	��	  � 
���� x ∈ Mmn(R)�
(  ��� 
	  � 
���� 
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