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s ucenicima medunarodne mature

Uvod

Eulerov broj otkrio je Jacob Bernoulli u 17. sto-
lieCu pri istrazivanju kamatnog racuna. Kao uvodni
primjer, racunali smo vrijednosti dobivene od jed-

Kapitalizacija
godisnja
polugodisnja
mjesecna
dnevna

satna

Broj pripisa
kamata

12

365

8760

Aljosa Brlogar, Kranj

Ucenici programa medunarodne mature
(IB) susreCu se s eksponencijalnom
funkcijom kao samostalnim sadrzajem
dva puta u svom srednjoskolskom
Skolovanju: u drugoj godini op¢eg gim-
nazijskog obrazovanja i u prvoj godini IB
programa. Eulerov broj obradivali smo
kroz razli¢ita poglavlja nastavnog plana i
programa.

nog eura nakon jedne godine primjene kamatnog
ratuna s razli¢itim kamatnim stopama i razliCitim
razdobljima kapitalizacije (tablica 1).

Kamatna stopa Vrijednost nakon jedne godine

100 % 2€

] 1\2
5 +100 % = 50 % <1+5> —225€

1 1112

100 % = 833 % (1 4 E) —2613€
1 1 365

15+ 100% = 0274 % <1+%) —2715€
1 1 8760

75 100 % = 0.11416 % <1+%) —2718 €

Tablica 1. Usporedba vrijednosti jednog eura nakon jedne godine kamata na kamatu

mag. Aljo$a Brlogar, Gimnazija Kranj, Slovenija, aljosa.brlogar@gimkr.si
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Definicija

Iz tog primjera ucenici su brzo shvatili da se vrijed-
nost uloZzenog jednog eura priblizava nekoj kons-
tanti s povecanjem broja pripisa kamata pri odgo-
varajucoj kamatnoj stopi. Kao i Bernoulli, i mi smo
postavili sliedece pitanje: Sto bi se dogodilo da
je broj pripisa kamata beskonacan? Odgovor smo
pronasli graficki i uz pomo¢ GeoGebre nacrtali smo

1\
grat funkcile f (x) = (1 + ;) (slika 1).

S&)

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

1 X
Slika 1. Graf funkcije f (x) = (1 + —) i pravac y = e
x

Da bi ucenici razumieli definiciju koja je uslijedila,
promatrali smo samo pozitivan dio apscisne 0si.
Ucenici su ve¢ poznavali pojmove asimptote i lime-
sa pa smo u istom koordinatnom sustavu nacrtali
i pravac s jednadzbom y = e. S ranije steCenim
znanjima o svojstvima funkcija, brzo su uocili da je
funkcija u prvom kvadrantu odozgo omedena s e.

Definicija 1.
1\

flx)= (1 + —) kada x tezi u beskonacnost.
X

Eulerov broj e je limes funkcije

1 X
lim (1 + —) —e
X— 0O X

Osim gore navedene definicije uCenici su istrazili i
neke druge zapise Eulerova broja. Primjerice, oda-
brali su definiciju s beskonacnim veriznim razlom-
kom koju je odredio sam Euler:

Definicija 2.

e=2+

e=[21,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,...,
2n,1,1,..].

Prisjetivsi se svojstava decimalnog zapisa raci-
onalnih i iracionalnih brojeva, ucenici su sami
potvrdili dobro poznatu ¢injenicu da je broj e
iracionalan jer je zapis s veriznim razlomkom
beskonacan i neperiodican.

Eksponencijalna funkcija i
Taylorov red

Derivacija i povrSina

Prije nastavka ponovili smo derivaciju i neodredeni
integral eksponencijalne funkcije f (x) = e*:

f'(x) = ¢e"i [e'dx = ¢" + C, gdie je C neka
konstanta.

Xo= 0.7
Slika 2. Usporedba vrijednosti funkcije
f(x) = € s koeficilentom smjera tangente
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Oba svojstva promatrali smo na grafovima ko-
je smo nacrtali uz pomo¢ GeoGebre. Podsijetio
sam ucenike na geometrijsko znacenje derivacije
funkcije u nekoj tocki. Na prvom grafu (slika 2)
usporedivali smo vrijednost funkcije f (x) = €' u
nekoj tocki s koeficijentom smjera tangente u toj
istoj tocki. Za primjer smo uzeli xo = 0.7 te uvidijeli
da su vrijednost funkcije i nagib tangente jedna-
ki. Sve zajedno smo generalizirali u prvo poznato
svojstvo.

Svojstvo 1. Koeficijent smjera tangente na graf
eksponencijaine funkcije f (x) = €* u nekoj tocki
jednak je vrijednosti funkcije f u toj tocki.

Zadao sam ucenicima da sami pronadu vezu s in-
tegralom. Vrlo brzo su se sjetili da smo uz pomo¢
integrala racunali povrsinu lika izmedu grafa funk-
cije i osi apscise. Jedini problem bio je odabir
intervala za integriranje.

Xo= 0.7

Slika 3. Usporedba vrijednosti funkcije f (x) = €' s
povrsinom lika izmedu grafa funkcije i apscisne osi

S pomocu svajih grafickin racunala ucenici su iz-
racunali povrsinu lika izmedu grafa funkcije i osi ap-
scise, pri ¢emu su za gornju granicu uzelib = 0.7,
a za donju granicu @ = —1000. Uslijedio je za-
kljuCak da je povrsina jednaka vrijednosti funkcije
f uxp = 0.7. Zanimalo nas je kako bismo to
svojstvo mogli dokazati za svaki x.

Neodredeni integrali uvrsteni su u izborna zna-
nja programa medunarodne mature pa smo iz

udZbenika samo prepisali formulu

/f )dx = lim. abf()

lim ¢ = 0.

X——00
Zapisali smo izraz za povrsinu ranije navedenog li-
ka na intervalu { —oo, xo], $to su ucenici uspje$no
zavrsili sami:

Prije samog izvoda ponovili smo:

X0 X0
S = / e'dx = lim erdx

—o0 ——00 t
" xO
= lim €| =¢€% — lim ¢ = ¢e%.
——00 t ——00

Sve zajedno smo sazeli u drugo trazeno svojstvo.

Svojstvo 2. Vrijednost eksponencijalne funkcije
f(x) = € je za proizvoljno odabrani x; jednaka
povrsini lika izmedu grafa funkcije i apscisne osi na
intervalu ( —oo, xg].

Taylorov red

Kod trazenja definicije Eulerova broja ucenici su
takoder na8li Taylorov red za funkciju f (x) = ¢
koja je takoder dio izbornog sadrzaja nastavnog
plana i programa. Buduc¢i da smo ve¢ obradivali
beskonacne redove i “sigma zapis”, isti smo sad
malo detaljnije pogledali.

Definicija 3. Funkciju s Taylorovim redom zapisu-
jemo kao

j— = ‘Xk

= it

k=0

za proizvoljan realan broj x. Za pocetak, pogledali
smo primjer kada je x = 1. Tako smo dobili jos
jedan od mnogih zapisa Eulerova broja:

—ii—w +l+i+
T k! 21 7 3l

U nastavku smo povezali Taylorov red za funkci-
juf(x) = € s njezinom derivacijom i njezinim
neodredenim integralom. Tako smo se na jos$ jedan
nacin uvjerili u oba prethodno navedena svojstva.
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Red smo najprije zapisali u ras¢lanjenom obliku:
© 2 3 4
:Z =Lt o +§+—+

k=0
Sjetili smo se sada svojstava izraza s faktorijelima:

(m+D!-nl=m+1)

Postupak deriviranja u€enici su ve¢inom napravili
sami, i tako se uvjerili da vrijedi svojstvo 1:

. .X2 X3 X4 ’
(@) = (L+x+ 5+ 5+ 5+ )

3
o041 2x  3x2 4x
+ —&-5—&-3'4-?—1—
2 X
X
_1+x+2'+3'+ .

Samo integriranje nije im uzrokovalo probleme:

x3 x4
X —
/dx / +x4Z +3,+4,+ )
X3 X4

_x+3+3-2!+4-3!
xz .x3 x4
=xt gttt

Uslijedilo je pitanje: Kolika je vrijednost konstante
c?

+...+C

Najbolji odgovor bio je otprilike sljedeci: Ako broj C
zapisemo kao 1 + D, onda je zadnji dobiveni izraz
jednak

)C2 )C3 x4
R TRETR TR

S tom smo se tvrdnjom svi sloZili i tako smo izveli i
svojstvo 2.

A+ 14+D=¢"+D.

Primjeri dvaju limesa

Kod obrade limesa susreli smo se s limesom

1\—n
lim (1 - —) :
n—oo n
Iz grafa sa slike 1 moguce je zakljuciti da je njego-

va vrijednost jednaka e, Sto ucenicima racunski nije
bilo ba$ ocito.

Zabolje razumijevanie najprije smo izracunali vrijed-

nost limesa
. X n
lim (1 + —) .
n—oo n
U prvom smo koraku uz upotrebu binomnog teore-
ma zapisali.

n
x\" n x\k
1 + _) - ( ) ’ lnik ' (_) '
(1+3) =>(% .
k=0
Uzeli smo u obzir i svojstva racunanja limesa i de-

finiciju binomnog simbola u skracenom obliku:

(Z):n-(n—l)u}c.!-(n—k—l-l).

Limes smo zato zapisali kao:

1 —n
lim (1 _ —)
n—oo n

Za posljednji zaklju¢ak bilo nam je potrebno:

—1
1= fim 2 = 1im 22— —
n—oo n n— oo n
. o on—k+1
:hm —_—.
n—o00 n

Iz svega zajedno uslijedilo je:
A X n
lim (1 + —) ="
n—oo n
Za izratun limesa spomenutog na pocetku, postu-
pak je bio sljededi:
e uzelismodajex =1
e uzeli smo u obzir znanje potencija
e uzeli smo u obzir neprekidnost funkcije potenci-
ranja
e uzeli smo u obzir svojstvo limesa neprekidne
funkcije:

—n ny —1
lim<lfl) :(lim(lfl>>
n—oo n n— 00 n

= =e
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Eulerova formula

Za kraj smo se sijetili jos Eulerove formule koju smo
obradivali kod kompleksnih brojeva.

Definicija 4. Proizvoljan kompleksni broj z mozemo
zapisati kao z = rcos ¢ + isin ¢, odnosno z =
re'? gdje je r udalienost broja z od ishodista, a @
njegov argument.

Znamo da je argument broja —1 jednak 7. OCito je
r = 1 i odatle slijedi Eulerova jednadzba koja po-
vezuje 5 posebnih brojeva, to¢nije dva cijela, dva
iracionalna i jedan imaginarni broj:

€™ +1=0.

M

-1 i

Slika 4. Brojevi —1 i i prikazani u kompleksnoj ravnini
Uz pomoc¢ Eulerove formule na kraju smo jos iz-
racunali vrijednost potencije i*. Buduéi da je argu-
ment broja i jednak B i r = 1, zapisali smo ga

kao i = 1-¢'Z. Upotrebom pravila potenciranja
izracunali smo:

i (ei%) — "% = =% ~0.20788.

v

O ne, progoni me derivacijal
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Ostani uz mene draga,
Jja éu te zastiti i derivacija
ti ne mo¥e nidtal

Rezultat je realan broj, $to je za ucenike bilo
iznenadujuce.

ZakljuCak

Predstavljena tema nije bila obradena u okviru sa-
mostalnog nastavnog sata jer je sve zajedno nas-
talo vrlo spontano.

S vecinom izvoda i izraCuna ucenici su se susre-
li kod obrade razliCitih poglavlja nastavnog plana
i programa. Bez obzira na to, ucenici su bez po-
teSkoca uspjeli povezati pojedine dijelove u cjeli-
nu. Za odredene izracune smo — zbog ponavljanja
ve¢ obradenog sadrzaja — potroSili vise vremena
nego da smo cjelovitu temu obradivali u jednom
dijelu. Razlog za radunanje obaju limesa bio je
takozvani Internal assessment, $to je svojevrsna
seminarska zada¢a kao dio ocjene na programu
medunarodne mature. Eulerova jednadzba bila je
logiCan zavrSetak poglavlja kompleksnih brojeva.
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