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Dokuciti

—ulerovu formulu

za kompleksne brojeve osnovnim
racunskim operacijama

Sime Sulji¢, Zadar

T+ 1=0

Mnogi ¢e kazati da je rije¢ o najljiepsoj matematickoj
formuli svih vremena. Ona povezuje pet posebnih
brojeva:

e jedinicu, prvi prirodni broj i neutralni element
mnozenja

e nulu, poseban cijeli broj s kojim nije dozvoljeno
dijeliti i neutralni element zbrajanja

e Ludolfov broj 7, vezan uz opseg i povrsinu kru-
ga te opéenito uz obla tijela i likove, ali i puno
drugih grana matematike

e imaginarnu jedinicu i, broj koji kvadriran daje
—1

e inakraju Eulerov broj e, bazu prirodnog logarit-
ma.

Na formulu nailazimo u mnogim ucionicama i na
mnogim plakatima koji populariziraju matematiku.
Zanimljiva je to formula, ¢ak i po estetskom doj-
mu, ali kako odgovoriti na temeljno pitanje u ma-
tematici: zasto? Leonard Euler je formulu doka-
zao s pomocu redova, a to znaci da ni na sred-
njoskolskoj razini ne mozemo uci u matematicko
dokazivanje. Pristup, koji ¢emo ovdje iznijeti uz
pomo¢ rac¢unalnog programa GeoGebra, stariji je i
od samog programa. Kada su se krajem pro$log
stolje¢a pojavili prvi racunalni programi za interak-
tivnu geometriju, doSla je na red i Eulerova formula.

Ideja je, dakle, ve¢ duze nazoc¢na u raznim in-
ternetskim objavama. Meni je u posliednje vri-

jeme za oko zapeo videozapis Burkarda Polste-
ra, profesora na Monash University u Melbour-
nu, Australiji, poznatijem kao YouTuber Matholo-
ger na istoimenom kanalu. Adresa videozapisa
jehttps://youtu.be/-dhHrg-KbJO. U njemu
autor koristi racunalni program Wolfram Mathema-
tica da bi izradio izracune i geometrijske prikaze.
Profesor je primjer zabavnog i dobrog predavaca
matematike zbog ¢ega preporucujem da svakako
pogledate ovaj, ali i druge njegove videozapise.

Bez obzira na dinamitne izracune i geometrijs-
ke prikaze mislim da bi se za Vecer matematike
ili slicne manifestacije s uc¢enicima mogli izvesti ti
klju¢ni momenti videozapisa na racunalnom prog-
ramu GeoGebra.

Broj e

Profesor Polster dolazi do broja e preko primjera
ukamacivanja u banci. Stavimo li jedan dolar na
radun u neku banku koja nakon godine dana da-
je isto toliko kamata, imat ¢emo za godinu dana 2
dolara. Ali postoji i druga banka koja svakih pola
godine dodaje naSem ulogu polovinu vrijednosti.
To znadi da jedan dolar za pola godine naraste na
1.5 dolara, a onda za drugih Sest mjeseci to naraste
na 1.5 puta 1.5 jednako 2.25 dolara. To je zapravo
(1+ %)2. Tre¢a pak banka upisuje kamate sva-
ka Cetiri mjeseca, $to ukupno za godinu dana daje
(1+ 1)* dolara.

U GeoGebrinoj proraunskoj tablici lako ¢emo do-
biti taj prikaz i izraCun numeriCkih vrijednosti (vidi
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I\ 1
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1 Ly
2 ( A E) 2.25
1\ 3
3 (1 I §) 2.3704
1 ¢
4 ( + Z) 24414
1\ 5
5 (1 + 5) 2.4883
| 1 100
100 ( T m) 2.7048138294
. 1 1000
1 000 < = m) 2.7169239322
| 1 10 000
10 000 ( = m) 2.7181459268
| 1 100000
100 000 ( aF 100 000) 2.7182682372
: 1 1 000 000
1 000 000 ( + 1000 000) 2.7182804691

Tablica 1.
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Slika 1.

tablicu 1). U drugom stupcu tablice, u GeoGeb-
ru se zapravo upisuje dinamicni tekst. Potrebno
je upisati tekst u ¢eliju, a zatim u kartici Svojstva
ukljuciti opciju Latex formula (slika 1).

Vazno je Celiju A2 unijeti kao GeoGebrin objekt u
zapis iz padajuéeg izbornika Objekti. Celije koje
slijede u tom stupcu tada se dobiju jednostavnim
razvlacenjem po stupcu. Numeri¢ka vrijednost do-
bije se upisom naredbe (1+1/A2) “A2 u Geliju C2,
pa razvlacenjem po stupcu. Kako brojeve prvog
stupca povecavamo, tako u tre¢em stupcu dobi-
vamo vrijednosti koje su sve blize i blize broju e.
Zanimljivo je da u GeoGebrinom prozoru za sim-
boli¢ko ra¢unanje mozemo dobiti i po volji mnogo
znamenaka broja e. Naredba Aproksimacija
(e,200) daje nam prvih dvjesto znamenaka broja
e:

2.718281828459045235360287471352662497757
24709369995957496696762772407663035354759
45713821785251664274274663919320030599218
17413596629043572900334295260595630738132
3286279434907632338298807531952510190.

A koliko je €™?

Potenciju e dalo bi se izradunati barem aproksima-
tivno 2.718...-2.718... - 2.718.... Ali, kako odrediti
broj ™ kada je eksponent beskonac¢an decimalni

1IN\ 7
broj? Znamo da je €” ~ ((1 + 7> ) , odnosno
n
1\n7
et~ (1 + 7> . Prosirimo li razlomak brojem 7,
n

n nim
tada vrijedi: €™ &~ (1 + —) . Nazivnik razlom-
ka i eksponent teze u begIZ)naénost povecavamo
li n. MoZzemo Cak zamijeniti izraz n;t parametrom
m, koji e takoder postajati sve veci kako n postaje
sve vedi. Izraz bi izgledao ovako: (1 + E)m. Ako
umjesto broja 7 umetnemo neku drugu ’\7/1rijednost,
recimo varijablu x, lijeva nam je strana jednakosti
eksponencijalna funkcija e*, a desna strana jedna-
kosti postaje funkcija (1 + £>m. Prikazimo obje
funkcije u koordinatnom SUSI%VU i mijenjajmo pa-
rametar m (slika 2). Vidimo da se svi ti grafovi
priblizavaju grafu funkcije e*. To nam omogucuje
da s izviesnom aproksimacijom i graficki mozemo
odrediti vrijednost potencije e”.

79



matematika i racunalo

80

Slika 2.

Imaginarna jedinica

Broj i je kompleksni brojza koji vrijedie? = —1. Ko-
liko je €', odnosno kojem broju teZi (1 + J) _
m

T m
(1 + i—) ? Jednostavno mozemo upisati takav
m

izraz u traku za unos programa GeoGebra uz pret-
hodno definiranje klizata m. Za m = 100, to je
kompleksni broj —1.0506 4+ 0.0011:i. MoZemo na-
slutiti da se vrijednost priblizava broju — 1. Napravi-
mo to geometrijski jer je puno zornije i elegantnije.

Geometrijski prikaz niza
potencija kompleksnog broja

GeoGebra prikazuje kompleksne brojeve kao tocke
ravnine. UpiSemo tako recimo broj 1 + 2i (slika
3). Uocit cemo da je njegova udaljenost od is-
hodidta v/3. Mozemo izmijeriti ili izradunati i kut
koji ta spojnica broja s ishodiStem zat-
vara s pozitivnim dijelom osi x. Kvadri-
ramo li taj broj algebarski, dobit ¢emo
broj —3 + 4i. U koordinatnom sustavu
mozemo uociti da je udaljenost dobive-
nog broja od ishodista 5, odnosno, to je
kvadrat udaljenosti broja koji smo kva-
drirali, a kut koji zatvara s osi x je dvo-

-1.2 +0.02i

-3 +4i
L

1+2i

Slika 3.

Tocke se mogu u GeoGebri zadavati s pomocu
udaljenosti od ishodista i kuta koji zatvara s po-
zitivnim dijelom osi x. Tako izrazene koordinate
zovu se polarne koordinate i piSu na nacin da ih
u uredenom paru odvajamo tockom sa zarezom

(r;0).

7'[ n
U nizu to¢aka (1 + i—) prva je u pravokutnim
n

koordinatama to¢ka (1, 7). Neka je njezina udalje-
nost od ishodista r, a kut koji zatvara s apscisom ¢.
To u GeoGebri mozete dobiti naredbama Dulji-
na( ) iKut ( ) iliizmjeriti odgovaraju¢im alatima
alatne trake. Ako je udaljenost te prve tocke od
ishodista r, a kut koji zatvara s osi x jednak ¢, tada
niz to¢aka mozemo dobiti naredbom: Niz ((r k;
k@), k, 1, n). Sto vise povecavamo vrijed-
nost klizaca n, niz to¢aka konvergirat ¢e broju —1,
odnosno vrijedi ¢ = —1 (slika 4).

Gotova stranica s interaktivnim GeoGebrinim urat-
kom nalazise naadresihttps://www.geogebra.
org/m/V8GngKuw, ali preporucujem da sami po-
kuSate izraditi sli¢no.

1+0.12i

struko veéi. Kubiranje ¢e pak povecati
udaljenost broja od ishodista na kub, a
kut utrostruciti.

Slika 4.
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