IS

Tangram u nastavi
matematike, 2.dio

Andrea Kavajin i Nives Baranovi¢, Split

Didakticka sredstva u nastavi matematike sama po sebi ne garantiraju uspjeSno ucenje, ali uz
odgovarajuéu primjenu mogu osigurati prikladno okruzenje za istrazivacki i kreativan rad te biti
korisna podloga za uéenje matematike i razvijanje matematickog misljenja.

U prvom dijelu istoimenog rada (Mié, br. 101) opisane su opcée karakteristike drevne kineske
slagalice i predloZzene neke pocetne aktivnosti. Ukratko je opisano porijeklo slagalice i nasta-
nak pojma tangram, a zatim su definirani pojmovi tan i tangram lik. PredloZzene aktivnosti za

rad s tangramom razvrstane su u tri grupe prema preporu¢enom redoslijedu izvodenija.

U ovom se radu, tre¢a grupa aktivnosti prosiruje istrazivanjem konveksnih tangram likova jer
su oni podloga za jo$ tri nove grupe aktivnosti: razvijanje strategija, crtanje i prebrojavanje te

izracunavanije, koje potom slijede.

Rad s tangramom

Prvu grupu aktivnosti, uvodno upoznavanije s tan-
gramom te samostalno osmisljavanje i oblikovanje
proizvoljnih likova, svakako je poZeljno provesti pri-
je koristenja tangram slagalice u nastavi matemati-
ke.

Druga grupa aktivnosti ima dvostruku ulogu: kroz
aktivnosti mjerenja upoznaju se osnovne karakte-
ristike tanova i tangram likova, a njihovim poznava-
njem tangram slagalica moZze se postupno uvoditi u
razliCite faze nastavnog procesa. Osim toga, poz-
navanje osnovnih karakteristika neophodno je za
provodenie slozZenijih aktivnosti.

Tre¢a grupa aktivnosti, prouCavanje razli¢itih vrsta
likova, otvara moguénosti kreativne upotrebe tan-

gram slagalice u nastavi matematike, osigurava
podlogu za uvodenje odredenih matematickih poj-
mova te stvara okruzenje za ozbiljna matematicka
istrazivanja (MiS, br. 101).

Aktivnost 3. RazliCite vrste likova (nastavak)

Ukratko, posebnost tangram slagalice je u tome
Sto se od sedam tanova moze oblikovati na tisuée
razliCitih tangram likova i svi oni povrSinom zauzi-
maju jednaku mijeru, bez obzira na oblik. Pri tome
se odredeni tangram lik moZe oblikovati na vise raz-
li¢itih nacCina, ali pored toga, sukladni likovi mogu
se oblikovati i od razli¢itog broja tanova. Nadalje,
medu geometrijskim tangram likovima neki mogu
biti pravilni, a drugi ne, neki su konveksni dok dru-
gi nisu itd. U nastavku ovg teksta bavit ¢emo se
prvenstveno konveksnim likovima.

Andrea Kavajin, mag. prim. obrazovanja, odgajateljica, DV Princeza, Split, andreakavajin@gmail. com
Nives Baranovi¢, prof., visi predavac¢, Odsjek za uciteljski studij, Filozofski fakultet u Splitu, nives@ffst.hr
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Konveksni likovi

Poseban podskup geometrijskih likova su konvek-
sni likovi. Prisjetimo se, za lik u ravnini kazemo da
je konveksan lik ako taj lik za svake svoje dvije
tocke sadrzi i cijelu duzinu odredenu tim to¢kama
(slika 1).

Slika 1. Konveksni i nekonveksni likovi

Jedna od posebnosti tangram slagalice je u tome
§to se medu tisu¢ama razli¢itih tangram likova na-
lazi samo maniji broj onih koji su konveksni. Naime,
kineski matematic¢ari Fu Traing Wang i Chuan-Chih
Hsiung 1942. godine dokazali su da postoji samo
13 konveksnih tangram likova (vidjeti [1], [6], [10])
i to: jedan trokut, Sest Cetverokuta, dva peterokuta
i Cetiri Sesterokuta (slika 2).
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Slika 2. Konveksni tangram likovi
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Slika 3. Slaganje konveksnih likova
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Njihov se dokaz temelji na Cetiri leme koje opisuju
karakteristike slaganja 16 malih tan trokuta u kon-
veksan oblik, s pomocu kojih se moze sloziti najvise
konveksni osmerokut. Glavni dio dokaza temelji se
na ¢injenici da se svaki konveksan lik moze upisati
u pravokutnik iz cega se izvodi kvadratna diofants-
ka jednadzba sa Sest nepoznanica. Ta jednadzba
ima 48 razlicitih rjeSenja koja odreduju 20 razlicitin
konveksnih likova medu kojima je samo 13 tang-
ram likova (slika 3). Njihov dokaz, koji je objavljen
u [10], nije cjelovito prikazan, a ispusteni dijelovi
nisu trivijalni. U radu [1], kroz vizualno analiticki
pristup, koji se moZe provoditi s u¢enicima ve¢ od
osmog razreda, daje se prikaz svih 48 rieSenja te
nacin odabira 20 konveksnih, odnosno 13 konvek-
snih tangram likova.

Kada ucenici steknu odredeno iskustvo i rutinu, ak-
tivnosti se mogu prosirivatii medusobno povezivati.
Tako na primjer, u pocetku oni mogu samo slaga-
ti konveksne likove uz zadani model, zatim mogu
istrazivati na koliko se razli¢itih nac¢ina moze obli-
kovati svaki od tih likova, na koliko razli¢itih nacina
se svaki od njih moZe obojiti u dvije boje (popola),
kako nacrtati odredeni lik u kvadratnoj
tockastoj mrezi, kako ga proporcional-
no uvecati ili umanijiti, kako odrediti po-
vrSinu slozenog lika uz zadanu veli¢inu
tan kvadrata itd. Od osmog razreda pa
nadalje mogu istrazivati zasto je samo
13 konveksnih tangram likova, na koji se
nacin to moze dokazati itd.

Jedna od korisnih istrazivaCkih tangram
aktivnosti moze biti usporedivanje op-
sega konveksnih tangram likova (tablica
2), pri ¢emu se opsezi mogu odredivati
sluze¢i se podatcima iz tablice 1 koja je
prikazana u 1. dijelu ¢lanka (Mié 101).
Ako bismo Kkoristili da je tan kvadrat je-
diniéni kvadrat, onda je usporedivanje
opsega daleko jednostavnije (prijedlog
danu [2] i [3]).

Na temelju podataka iz tablice 2 moze
se konstatirati da postoje likovi jed-
nakog opsega i jednake povrsine, ali
razliGitog oblika (npr. trokut, paralelog-
ram, jednakokracni trapez). Zatim, od
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8a + 4b
10a + 2b  pravokutni trapez (PT1)

trokut

4a + 6b  pravokutni trapez (PT2)

12a pravokutnik
6a + 4b peterokut (P2)
8b kvadrat
8a +2b Sesterokut (S3)

svih likova jednake povrsine najmaniji opseg ima
Sesterokut koji je najbliZi praviinom Sesterokutu, a
od svih ¢etverokuta jednake povrSine najmaniji op-
seg ima kvadrat, $to je dobar uvod u istrazivanje
izoperimetrijskog problema.

Aktivnost 4. Razvijanje strategija

U aktivnostima slaganja odredenog geometrijskog
lika cilj ne bi trebao biti samo sloziti tangram lik,
ve¢ razmisljati o strategiji slaganja tog lika. Na-
kon sto je aktivnost zavrSena, korisno je razmotriti
sve moguce strategije kojima su ucenici odabra-
ni lik slagali, a zatim istraziti sve moguce nacine
slaganja istog tangram lika.

Primjer. Tangram trokut

Tangram trokut moze se oblikovati na dva bitno
razliCita nacina (slika 4). Ako se slaganje vr§i nasu-
mi¢nom metodom pokusaja i pogreSaka, moguce
je da takav nac¢in provodenja aktivnosti uopce ne
dovede do cilja. Ako se prije samog slaganja pro-
blem analizira: odakle krenuti, Sto prvo sloZiti, koli-
ka je povrsina cijelog lika, kolika je duljina stranice
trazenog lika itd., a zatim se slaganje temelji na pro-
vedenoj analizi, tangram-aktivnost bit ¢e uspjesnija

4\
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Slika 4. Tangram trokut sastavljen na dva razli¢ita nac¢ina

paralelogram

esterokut ($1)

jednakokracni trapez

peterokut (P1)

Sesterokut (52)

esterokut (34)

Tablica 2. Opsezi konveksnih tangram likova

(vidjeti [8]). Takav pristup osigurava razvoj stra-
teSkog planiranja i promisljanja.

Strategija slaganja tangram trokuta moze se teme-
ljiti na sliedec¢em: jedna polovica lika (mjere 8P, u
skladu s tablicom 1 iz prethodnog Clanka) prekrive-
na je dvama velikim tan trokutima, a druga polovica
preostalim tanovima (5). Time smo problem slaga-
nja podijeliliu dva manja: najprije vidimo na koje se
sve razlicite nacine polovica lika moze prekriti dva-
ma velikim tan trokutima, a zatim provjerimo moze
li se preostali dio prekriti preostalim tanovima (5).

Na samom pocetku slaganja tangram likova, po-
sebno ako se radi s manjim uzrastom ucenika, stra-
tegija se moze razvijati na liku zadanom konturom
u stvarnoj veli¢ini jer ga onda ucenici trebaju sa-
mo poplociti. Nakon $to u€enici razviju odredene
strateSke vjestine, likovi se mogu zadavati idejno.

Jedna od vaznih strategija u rieSavanju slozenijih
zadataka jest znati primijeniti rezultat iz prethod-
nog zadataka. Sluze¢i se tom strategijom, iz jed-
nog tangram lika vrlo brzo se mogu oblikovati jo$
neki tangram likovi (vidjeti [3]). Na primjer, kada
se slozi tangram trokut sa slike 4 lijevo, dovoljno je
pomaknuti samo jedan tan da bi se dobio jedna-
kokracni tangram trapez, tangram paralelogram ili
tangram pravokutnik, a pomicanjem dvaju tanova
u trokutu sa slike 4 desno, moZe se dobiti tangram
kvadrat (slika 5).

Provodeci aktivnost slaganja tangram kvadrata
s ucenicima srednjoskolske dobi, Tchoshanov je
utvrdio Cetiri razine strateSkog slaganja, oz-
nacavajuci ih od 0 do 3. Osobe koje se nalaze
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Slika 5. Stratesko slaganje konveksnih tangram likova

e

na nultoj razini su osobe koje slaganje provode
nasumicno, bez ikakve strategije. Na prvoj ra-
zini su osobe koje pokuSavaju strateski slagati,
ali jo$ uvijek nemaju dovoljno razvijeno strateSko
misljenje (predstrateSka razina). Na drugoj razi-
ni su oni koji djeluju polustrateski tako da novi lik
slazu sluzeci se svojstvima tanova, s pomoc¢u kojih
sastavljaju tangram kvadrat. Na primjer, dijagonala
kvadrata dijeli kvadrat na dva jednakokracna suk-
ladna trokuta, a kako dva velika tan trokuta ¢ine
jedan trokut koji zauzima polovicu kvadrata, pre-
ostalih pet tanova treba sloziti u trokut koji ¢e dati
drugu polovicu kvadrata. Zadnja, tre¢a razina je
razina strateSkog misljenja.

Osobe koje imaju razvijeno stratesko mislienje naj-
prije osmisle strategiju, a onda je primijene u svrhu
postizanja cilja. U ovom slucaju, osobe koje imaju
razvijeno strateSko misljenje u moguénosti su us-
postaviti odnos izmedu povrsine trazenog tangram
kvadrata i duljine njegove stranice. Kada se odredi
duljina stranice kvadrata, onda se taj kvadrat vrlo
brzo izgradi na temelju poznavanja duljine njegove
stranice (vidjeti [3], [8]).

gl? 2

Aktivnost 5. Crtanje i prebrojavanje

Oblikovanje tangram likova pridonosi razvoju vizu-
alno-prostornih vjestina, bez obzira na koji se nacin
oblikovanije vrsi: s pomocu fizickog modela tang-
ram slagalice ili virtualno na racunalu, tabletu, mo-
bitelu i sl. (vidjeti [4], [5], [7], [8], [9]). Osim fizickim
ili virtualnim slaganjem tanova u odredeni tangram
lik, razvoju vizualno-prostornih vjestina pridonosi
crtanje ili konstruiranje oblikovanih likova. Crtanje
i konstruiranje moze se provoditi na papiru, ru¢no
ili s pomo¢u geometrijskog pribora ili pak u pro-
gramu dinamic¢ke geometrije (vidjeti [4], [5], [7]).
Tako su na primjer, sve originalne slike iz ovog ra-
da oblikovane u programu dinamicke geometrije.
Posebnost tangram slagalice je i u tome §to se ko-
nveksni tangram likovi mogu nacrtati u kvadratnoj
toc¢kastoj mrezi, a onda se otvaraju razne druge
mogucnosti primjene.

Crtanje konveksnog tangram lika

Konveksni tangram likovi crtaju se u kvadratnoj
tockastoj mreZi tako da se svi vrhovi tanova smjeste
u tocke mreze. Pri tome se likovi mogu proporci-
onalno umanijivati ili uvecavati. Crtanje se moze
provoditi nasumicno, bez razmisljanja (Sto obicno
nije uspjesno), a mogu se koristiti i neke strategije:
crtanje moze zapocCeti od konture (Sto se ne pre-
porucuje), od najmanjeg ili od najveceg tana itd.

Primjer. Tangram trapez

Oblikovani pravokutni tangram trapez (slika 6a) na-
crtan je u tockastoj kvadratnoj mrezi tako da su

a)

Slika 6. Crtanje tangram likova
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vrhovi svih tanova smijesteni u to¢ke mreze. Je-
dan lik je proporcionalno uvecan (slika 6b), a drugi
proporcionalno umanjen (slika 6¢). Crtanje moze
zapoceti od tan kvadrata ili od velikog tan trokuta.

Kad je tangram lik nacrtan, u mrezi liizvan nje, mo-
gu se prebrojavati odredeni likovi unutar promatra-
nog lika. Na primjer, u nacrtanom tangram trapezu
moze se izdvojiti 11 Cetverokuta od kojih je 1 ne-
konveksan, a medu preostalih 10 je 8 trapeza. Pri-
likom prebrojavanja odredenih likova u nacrtanom
tangram liku, mogu se koristiti odredene strategi-
je: postupno prebrojavanje s pomocu istaknutih
vrhova, postupno bojenje i uocavanije vrsta itd.

Nadalje, nacrtani tangram lik moZze sluZitii kao pod-
loga za bojenje, bilo polovice ili nekog drugog dije-
la, Sto je dobra podloga za uvodenje pojma razlom-
ka, omijera, postotka, klasiéne vjerojatnosti itd. Pri
tome su jako korisni podatci koji su dani u tablici 1
iz prethodnog Clanka.

Osim toga, moze se odredivati na koliko se razli¢itih
nacina neki tangram lik moZe obojiti u dvije boje po
pola (slika 7) ili na koliko se razli¢itih nacina moze
odabrati jedna Cetvrtina nekog lika itd. Za takvo
se prebrojavanje takoder mogu razvijati odredene

b
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Slika 7. Neki nacini bojenja polovice povrsine trapeza

Aktivnost 6. Izracunavanje

Liku koji je smjesten u kvadratnoj mrezi mogu se
odredivati duljine stranica i povrsine tanova, opseg
i povrsina cijelog lika. Zatim se mogu proucavati
i izdvajati sukladni i sli¢ni likovi, slicnim likovima
mogu se odredivati koeficijent sli¢nosti itd., (vidjeti

(3]).

Primjer. Tangram trokut

Na slici 8 prikazan je tangram trokut u kvadrat-
noj tockasto] mrezi, a unutar njega je istaknut
Cetverokut DRGE. Ako je tan kvadrat jedini¢ni kva-
drat (u ovom slu¢aju kvadrat EGF C), onda su dulji-
ne stranica ¢etverokuta DRGE redom: |DR| = 2,
|IRG| = 1 = |EG|, |DE| = /2, a velitine unutar-
njih kutova su: 4D = 45°, R = 90° = 4G,
JE = 135°. Na temelju kutova moze se zakljuditi
da su stranice DR i EG medusobno paralelne |
okomite na stranicu RG pa je ¢etverokut DRGE
pravokutni trapez.

Slika 8. Tangram trokut u kvadratnoj mrezi

Nadalje, unutar prikazanog tangram trokuta moze
se uociti jo§ pet pravokutnih trapeza (izuzev kva-
drata): ADEC, CERF, HRED, ADRT i AHRF.
Odredivanjem duljina njihovih stranica i veli¢ina nji-
hovih unutarnjih kutova te usporedivanjem s tra-
pezom DRGE dolazi se do zaklju¢ka da su tra-
pezi ADEC i CERF sukladni s trapezom DRGE
jer su im odgovarajuce stranice i kutovi podudarni,
a trapezi HRED, ADRT i AHRF su sli¢ni trape-
zu DRGE jer su im odgovarajuée stranice propor-
cionalne (prvi s koeficiientom /2, drugi i tre¢i s
koeficijentom 2), a odgovaraju¢i kutovi podudar-
ni. Pri tome su pravokutni trapezi ADRT i AHRF
medusobno sukladni.

Nadalje se mogu varirati zadatci s mjerama od-
govarajuéih povrsina. Na primjer, ako je osnovni
kvadrat mreZe jedini¢ni kvadrat, opseg prikazanog
tangram trokuta je 8 + 8v/2, a mjera povrdine je
16. Ako je tan kvadrat jedini¢ni kvadrat, opseg tro-
kuta je 8 + 4+/2, mjera povrsine je 8, a ako je tan
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kvadrat povr§ine 3, opseg trokuta je 8\/§ + 4\/6,
a mijera povrsine je 24. S obzirom na to da kva-
dratna mreza pruza mogucnost razli¢itog nacina
odredivanja mjera, korisno je da ucenici ovu aktiv-
nost najprije provode sami, a zatim se osvrnuti i
razmotriti njihove razli¢ite pristupe.

Koja ¢e se od spomenutih aktivnosti koristiti, kada i
kako, ovisi prije svega o iskustvu i viestinama nas-
tavnika, a zatim o uzrastu u¢enika, o temi koja se
zeli obraditi, o cilju s kojim se aktivnost provodi itd.

Zakljucna promisljanja

Na prvi pogled drevna kineska slagalica tangram
mozda ne izgleda kao (ozbiljan) matematicki alat,
ali ve¢ nakon kra¢eg upoznavanja osnovnih karak-
teristika vidljivo je da ona nudi mnostvo moguénosti
za primjenu u ucenju matematickih sadrzaja i za
razvoj matematickog misljenja (samostalno ili u
nastavi matematike). Jer, osim sto ucenje s po-
moc¢u tangram slagalice poti¢e aktivno sudjelova-
nje uCenika, njihovu motivaciju i interes, kreativnost
i mastu, kroz tangram aktivnosti u¢enici obogacuju
matematicki rie¢nik, razvijaju strategiju rieSavanja
problema, vizualno-prostorne vjestine, samostalno
istrazuju, uoCavaju pravilnosti i postavijaju tvrdnje,
uce s vedim razumijevanjem itd. (vidjeti [1], [4], [5],

(71, [8], [9)-

Poznato je da mnogi ucenici imaju otpor prema
uéenju matematickih sadrzaja, posebice geome-
trijskih, a prema Van Hieleu uzrok ove pojave je
najcescée posliedica neprimjerenog poucavanija (vi-
djeti [1], [9]). IstraZivanja pokazuju da strateSko
rieSavanje geometrijskin problema poboljSava os-
jecaj za prostor, a razne strateske vjestine mogu
se razviti izmedu ostalog i kroz tangram aktivnosti
(vidjeti [3]). Osim toga, tangram aktivnosti pomazu
u razvoju geometrijskog mislienja, a samim time
pomazu i u savladavanju teSkoc¢a pri ucenju ge-
ometrije (vidjeti [1], [7], [9]).

Tangram aktivnosti opisane u ovom radu mogu se
provoditi s razli¢itim uzrastima, izvan ucionice, ali

i na nastavi matematike. No, jako je vazno da
onaj tko ih provodi najprije sam stekne odredene
vjestine, a zatim da tangram aktivnosti promisljeno
odabire, ciljano usmijerava i pazljivo prilagodava
uzrastu s kojim radi.
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