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Računalo
GeoGebra (4)
U carstvu čunjosječnica

Šime Šulji ć, Pazin

Nova školska godina, novi broj -a i novi
nastavak napisa o prvom računalnom progra-
mu dinamične geometrije na hrvatskom jezi-
ku. Vjerujem da su se mnogi za vrijeme ljet-
nog odmora ugodno zabavili upoznajući mo-
gućnosti ovog malog, a snažnog programa.
Poklonici GeoGebre, okupljeni oko meduna-
rodnog virtualnog skladišta uradaka na inter-
netskoj adresihttp���www�geogebra�at�
en�upload�, bili su neumorni i u jednom su
trenutku imali toliko živu proizvodnju raznih
datoteka kao da uopće nije sezona godišnjih
odmora. Velik dio tih uradaka odnosio se na
krivulje drugog reda i specijalne ravninske kri-

vulje. GeoGebraje na tim materijalima poka-
zivala svoju moć, a s druge strane, kada “od-
vrtite” korake konstrukcije unazad, spoznate
da je konstrukcija bila vrlo jednostavna. Tocˇ-
no, kroz ljeto nam je autor programa Markus
Hohenwarter u inačici programa 2.6, izme-
du ostalog ugradio mogućnost prikazatrake
za korake konstrukcije�izbornik Prikaz�. Ta-
ko smo pored već postojećeg izbornikaOpi-
sa konstrukcijedobili još jednog “analitičara”
preuzetih datoteka s Interneta, a ujedno i zgo-
dan alat za demonstraciju vlastitih konstruk-
cija korak po korak.

Slika 1.
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Krivuljama drugog reda i analitičkoj geomet-
riji dan je značajan prostor u našem srednjosˇ-
kolskom programu. Seminarski i maturalni
radovi često zadiru u to područje matemati-
ke. Taj dio matematike izuzetno je zahvalan
za pristup preko računala, bilo da se krivulje
drugog reda konstruiraju preko svojih defini-
cija i geometrijskih svojstava, ili da se istrazˇu-
ju njihova svojstva, ili provjeravaju odredene
tvrdnje, ili pak jednostavno rješavaju i kreira-
ju zadaci. Od svih računalnih programa ko-
ji mogu manipulirati krivuljama drugog reda,
GeoGebraje vjerojatno favorit u svojoj kate-
goriji. Posvetit ćemo stoga toj temi cijeli ovaj
članak.

1. Pišuć i crtamo

Cijele konstrukcije možemo izvoditi krozPo-
lje za unos. Da bismo se prisjetili pravila za
upis naredbi, koordinata, brojeva i slično, u
Polje za unoskliknimo na žuti upitnik u do-
njem lijevom kutu programskog prozora. Ti-
me aktiviramo podsjetnik za jednostavnu po-
moć, koji nam značajno skraćuje vrijeme upi-
sivanja dužih naredbi�slika 2�.

Slika 2.

konika jednadzˇba

elipsae e: 9x2 � 16y2 � 144

hiperbolah h: x2�9� �y� 4�2�16� 1

parabolap p: y2 � 4x

elipsae2 e 2: 9x2 � 12xy� 16y2 � 144

kružnicak k: �x� 5�2 � �y � 2�2 � 25

Konike upisujemo kao jednadzˇbe drugog stup-
nja po x i y. Možemo koristiti prethodno
definirane varijable�brojeve, točke, vektore�.
Ako ne želimo da nam oznaku za koniku pro-
gram daje automatski, ona se mora zadati na
početku unosa odvojena dvotočkom.

Ako prethodno krozpolje za unoszadamo ko-
eficijente, npr.a � 4 i b � 3, tada možemo
ovako zadati elipsu:b2x2�a2y2 � a2b2. Pri-
sjetimo se da za naznaku množenja medu va-
rijablama koristimo znak� ili prazno mjesto.

2. Rješavanje zadatka i provjera
slutnje

Zadatak. Dokaži da kružnica koja prolazi sje-
cištima tangenata na paraboluy2 � 4x u nje-
zinim točkama s ordinatama�2, 2 i 4 prolazi
fokusom parabole.

Poznato je kako bismo ovaj zadatak riješili
klasično računski:
— odredimo točke uvrštavajući njihove or-

dinate u jednadžbu parabole;
— odredimo tangente na parabolu u tim tocˇ-

kama pomoću jednadžbe tangente u tocˇki
parabole;

— nademo sjecišta triju tangenata rješavaju-
ći sustave jednadžbi;

— odredimo jednadžbu kružnice pomoc´u
triju pripadnih točaka;

— odredimo koordinate fokusa i provjerimo
da zadovoljavaju jednadžbu kružnice.
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Riječ je o tipičnom “rudarskom” zadatku gd-
je se lako pogriješi i još lakše izgubi volja za
privodenjem zadatka kraju. Crtezˇ je u ovak-
vom zadatku uvijek dobrodošao, a s crtezˇom
u GeoGebrirezultat će se moći provjeravati
pri svakom koraku rješavanja. I ne samo to.
Kad već posežemo zaGeoGebrom, neka nasˇi
ulazni podaci zadatka budu zadani kroz opc´e
brojeve i jednadžbe da ih kasnije možemo va-
rirati i provjeriti vrijedi li tvrdnja općenitije
nego je iskazana u zadatku. Dakle, zadajmo
jednadžbu parabole u općem oblikuy2 � 2px,
prethodno definiravši poluparametarp. Toč-
ke ćemo definirati kao bilo koje točke zadane
parabole, a potom im pridijeliti konkretne vri-
jednosti.

Da bismo riješili zadatak, potrebno je kroz po-
lje za unos unijeti niz naredbi:

1. p = 2 ;
2. y2= 2p x;
3. Točka[c] — napomena: ova naredba

unosi se triput, a program će uvijek nacr-
tati točku u tjemenu parabole. Zˇelimo li
joj pridijeliti zadane koordinate, to mozˇe-
mo napraviti na dva načina; ili jednostav-
nim pomakom miša na željenu poziciju ili
dvostrukim klikom na koordinate tocˇke u
algebarskom prozoru promijeniti ordina-
tu u zadanu vrijednost, npr. 4. Program
će sam automatski preračunati apscisu i
točka će se u geometrijskom prozoru pre-
mjestiti �slika 3�;

Slika 3.

4. Tangenta[A,c];
5. Tangenta[B,c];
6. Tangenta[C,c];
7. F = Žarište[c] — i ostalim objektima mo-

gli smo odrediti oznake, a ako to nismo

učinili, program će ih odrediti sam po abe-
cednom redoslijedu;

8. Sjecište[a,b];
9. Sjecište[a,d];

10. Sjecište[b,d];
11. Kružnica[G,H,I] — crta kružnicu kroz

tri točke. Upisuju se stvarne oznake sje-
cišta tangenata;

12. Veza[e,F]— naredba daje poruku upozo-
renja o pripadnosti tocˇke F kružnici c.

Tako smo riješili dani zadatak, ali sada se mo-
že istražiti slutnja da kružnica možda prolazi
žarištem parabole bez obzira na položaj tocˇaka
A,B i Cna njoj. Pomičimo mišem tocˇke po pa-
raboli i promatrajmo odnos žarišta i kružnice.
Slutnja se pokazuje ispravnom, štoviše, vrijedi
za bilo koju parabolu. U tom smislu klikni-
mo na poluparametar i mijenjajmo ga tipkama
� i � na tipkovnici. Očito da kružnica ko-
ja prolazi sjecištima bilo kojih triju tangenata
parabole prolazi i žarištem parabole. Ta tvrd-
nja zahtijevala bi matematički dokaz! I zaista,
prije nekoliko godina takav se zadatak nasˇao
na natjecanju.

3. Popis naredbi

U prethodnom primjeru upoznali smo nekoli-
ko naredbi koje manipuliraju konikama. Po-
zamašan je popis naredbi i njihovih varijacija
koje se odnose na konike:

1. Parametar[parabola] — parametar pa-
rabole�udaljenost ravnalice i žarisˇta�;

2. GlavnaPoluos[konika] — duljina glav-
ne poluosi konike;

3. SporednaPoluos[konika]— duljina spo-
redne poluosi konike;

4. Ekscentricitet[konika] — ekscentricitet
konike;
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5. Kut[konika] — kut zakreta glavne osi
konike;

6. Središte[konika] — središte kružnice,
elipse ili hiperbole;

7. Žarište[konika] — �oba� žarišta konike;

8. Tjeme[konika] — �sva� tjemena konike;

9. Sjecište[pravac g, konika c]— sjecište
pravcag i konike c �najviše dva�;

10. Sjecište[pravac g, konika c, broj n]—
n-to sjecište pravcag i konike c;

11. Sjecište[konika c, konika d]— sva sje-
cišta dviju konika�najviše četiri�;

12. Sjecište[konika c, konika d, broj n] —
n-to sjecište dviju konika;

13. Tangenta[točka A, konika c] — �sve�
tangente kroz tocˇku A na konikuc;

14. Tangenta[pravac g, konika c]— �sve�
tangente na konikuc koje su paralelne s
pravcemg;

15. Asimptota[hiperbola c] — obje asimp-
tote hiperbole;

16. Ravnalica[parabola c]— Ravnalica pa-
rabolec;

17. Osi[konika c] — glavna i sporedna os
konikec;

18. GlavnaOs[konika c]— glavna os konike
c;

19. SporednaOs[konika c] — sporedna os
konikec;

20. Polara[točka A, konika c] — polara toč-
ke A �A je pol� konikec;

21. Dijametar[pravac g, konika c] – daje
pravac nositelj konjugiranog promjera, tj.
pravac koji prolazi polovištima svih tetiva
konikec usporednih s pravcemg;

22. Dijametar[vektor v, konika c] — daje
pravac nositelj konjugiranog promjera, tj.
pravac koji prolazi polovištima svih tetiva
konikec koje imaju smjer vektorav;

23. Luk[konika c, točka A, točka B] — luk
konike izmedu točakaA i Bkoje pripadaju
koniki c �kružnica ili elipsa�;

24. Luk[konika c, broj t1, broj t2] — luk
konike izmedu dvaju parametarskih vri-
jednostit1 i t2 koje su zadane u sljedec´em
obliku: kružnica:�rcos�t�� rsin�t��, gdje
je r kružni radijus, ili elipsa: �acos�t�,
bsin�t��, gdje sua i b duljine prve i druge
poluosi;

25. Isječak[konika c, točka A, točka B] —
isječak konike izmedu dviju točakaA i B
koje pripadaju konikic �kružnica ili elip-
sa�;

26. Isječak[konika c, broj t1, broj t2] —
kružni isječak izmedu dvaju parametars-
kih vrijednostit1 i t2 koje su zadane u slje-
dećem obliku: kružnica:�rcos�t�� rsin�t��,
gdje jer kružni radijus, ili elipsa:�acos�t�,
bsin�t��, gdje sua i b duljine prve i druge
poluosi;

27. Translacija[konika c, vektor v] — tran-
slatira konikuc za vektorv;

28. Rotacija[konika c, kut fi] — rotira koni-
ku c za kut f i oko ishodišta koordinatnog
sustava;

29. Rotacija[konika c, kut fi, toč ka B] —
rotira konikuc za kut f i oko točke B;

30. Zrcaljenje[konika c, točka B] — zrcali
koniku c preko točke B;

31. Zrcaljenje[konika c, pravac h] — zrcali
koniku c preko pravcah;

32. Rastezanje[konika c, broj f, točka S]—
homotetično preslikava�“rasteže”� koni-
ku c iz točke Sza faktor rastezanjaf ;

33. Veza[objekt a, objekt b]— pokazuje po-
ruku o vezi izmedu objektaa i b. Ova
nam naredba omogućuje da odredimo je-
su li dva objekta jednaka, leži li tocˇka na
pravcu ili koniki, i u kojem su medusob-
nom položaju pravac i konika�tangenta,
sekanta, pravac bez zajedničkih točaka ili
asimptota konike�.

Naredbe se nalaze u padajućem izborniku
krajnje desno na dnu prozora programa. Ka-
da ih upišemo upolje za unos, dovoljno je
pritisnuti tipku F1 da bismo pozvali prozor s
prikazom svih varijacija unosa za tu naredbu.
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4. Alati posebne namjene

Način Naziv Opis

Polovište ili središte Kliknite na kružnicu, elipsu ili hiperbolu
da biste dobili njezino središte.

Tangente

Tangente na konike možemo zadati na dva načina:
odabir točkeA i konikec daje sve tangente nac
koje prolaze krozA;
odabir pravcag i konikec daje sve tangente nac
koje su usporedne sg.

Polara ili
konjugirani promjer

Ovaj način daje polaru, odnosno konjugirani
promjer konike. Odabir točke i konike daje polaru.
Odabir pravca ili vektora i konike daje pravac
nositelj konjugiranog promjera.

Konika kroz pet točaka
Odabir pet točaka proizvodi koniku kroz njih.
Ako bilo koje četiri od ovih pet točaka ne lezˇe
na pravcu, konika je odredena.

5. Uvjet dodira kroz dinamic ˇnu
demonstraciju

Često se ističe da su svi računalni programi
dinamične geometrije izuzetno pogodni za de-
monstraciju u učionici uz pomoć LCD projek-
tora. Podrazumijeva se da nastavni materijal
za demonstraciju treba satima izradivati prije
same nastave. Kada je u pitanjuGeoGebra
i sadržaji analitičke geometrije, to uopće nije
tako. U razredu, dok riječima uvodimo učeni-
ke u problem dodira pravca i krivulje drugog
reda, možemo istovremeno kroz nekoliko ko-

raka doći do prikaza kao na slici 4. Pomoc´u
klizača lako mijenjamo nagib i odsječak prav-
ca, ali i jednadžbu elipse. Sˇtoviše, možemo
trenutno promijeniti elipsu u bilo koju drugu
krivulju drugog reda. Najsloženije sˇto se jav-
lja jest upisivanje teksta zapisa diskriminante i
promjenjive vrijednosti. Alatom zaUmetanje
tekstakliknemo na crtaću plohu i u otvoreni
dijaloški okvir trebamo, uz uključenje LaTeX
formule, upisati:

"kˆ2aˆ2�bˆ2-lˆ2� " � Diskriminanta�

Ovdje jeDiskriminantaprethodno izračunat i
tako nazvan broj krozpolje za unos. Dodava-
njem znaka plus i imena iza navodnika dodaje

Slika 4.
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se u geometrijski prozor njegova promjenjiva
vrijednost.

6. Kreiranje zadatka

Zadaci iz naših zbirki smješteni su u kvadratu
što ga otprilike odreduju vrhovi ��10��10�
koordinatnog sustava. I nema tu nekog pre-
velikog izbora krivulja drugog reda takvih da
su, npr., sjecišta s nekim “zgodnim” pravcem
cjelobrojna rješenja ili da tangente iz neke tocˇ-
ke opet imaju jednadžbe s, kako se to pone-
kad kaže, “lijepim brojevima”. Zbog toga u
različitim zbirkama nalazimo iste zadatke ili
zadatke s malim varijacijama. Uz malu skicu
na papiru lako možemo kreirati neki zadatak,
ali nikada nećemo tako brzo i pouzdano dobiti
takvo mnoštvo podataka na papiru koliko ih
možemo dobiti uGeoGebri. Na slici 5. da-
na su tri nezavisna objekta: tocˇke A i B koje
odreduju kružnicu i točka P izvan kružnice.
Uporabom alata iz alatne trake lako se i brzo
konstruiraju: tangente, kut izmedu tangenata,
sjecišta �dirališta� tangenata i kružnice, luk i
isječak kružnice što ga odreduju ta dirališta,
četverokut što ga odreduje točka P, dirališ-

ta i središte kružnice. Algebarske jednadzˇbe
ili veličine tih objekata vidimo u algebarskom
prozoru. Neki od tih podataka mogu biti zada-
ni, a drugi traženi elementi zadatka. Uz malo
mašte tu se mozˇe izvući mnoštvo zadataka.
Ali GeoGebranam pruža više od toga, jer
nezavisne elemente potezom miša razvlačimo
po čvorovima koordinatne mrezˇe �Prikaz �
Koordinatna mrezˇa i Odrednice� Vezivanje
točke na mrezˇu � uključeno�.

7. Nedostatak, suvišak i jednakost

Poznato nam je grčko podrijetlo riječi elipsa,
hiperbola i parabola. To je uvijek bilo laksˇe
opisati nego prikazati. UGeoGebrine bismo
trebali imati većih potesˇkoća kod istraživanja
zanimljivog svojstva čunjosječnica. Neka je
2p parametar konike iT točka na njoj. U
koordinatnom sustavu nacrtajmo pravokutnik
duljine jedne stranice 2p, i duljine druge stra-
nice jednake apscisi tocˇke T. Nacrtajmo i
kvadrat stranice koja odgovara ordinati tocˇke
T. Potrebno je usporediti površinu kvadrata
s površinom pravokutnika. Krenimo u kons-
trukciju počevši od parabole�slika 6�.

Slika 5.
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Slika 6.

Cijelu konstrukciju možemo izvesti krozpolje
za unos:

c: y2 = 2x;

T = Točka[c] — daje točku na paraboli; po-
maknite je iz tjemena!;

F = Žarište[c];

a = Okomica[F,xOs] — daje okomicu kroz
žarište na os parabole;

Sjecište[a,c]— daje sjecišta pravcaa i para-
bolec, recimo točke A i B;

p = Udaljenost[F,A] — daje vrijednost po-
luparametra parabole. Vrijednost parametra
može se dobiti i naredbomParametar, ali on
se odnosi samo na parabolu, pa naša konstruk-
cija ne bi funkcionirala ako parabolu zamije-
nimo elipsom ili hiperbolom;

P = Mnogokut[(0, -p), (x(T), -p), (x(T), p),
(0, p)] — crta pravokutnik;

Q = Mnogokut[(x(T), 0), (x(T) + y(T), 0),
(x(T) + y(T), y(T)), (x(T), y(T))] — crta kva-
drat.

NaredbomUredivanje svojstvamogu se uklo-
niti suvišne oznake stranica, a prikazati ozna-
ka za površinu mnogokuta i njezinu vrijednost.
Pomičite točku T i uvjerite se da za parabolu
uvijek vrijedi jednakost tih površina. Dvos-
trukim klikom miša na jednadžbu parabole u
algebarskom prozoru možete mijenjati samu
parabolu, da se uvjerite da jednakost vrijedi
za svaku parabolu.

Desnim klikom miša kliknite na parabolu ili
njezinu jednadžbu i izaberite naredbuRedefi-
niranje. U dijaloško polje upišite jednadzˇbu
elipse s lijevim tjemenom u ishodištu koordi-
natnog sustava. Na primjer:

�x� 4�2�16� y2�9 � 1�

Sada je kvadrat uvijek manje površine nego
pravokutnik. Dvostrukim klikom na jednadzˇ-
bu elipse lako je promijenimo u hiperbolu:

�x � 4�2�16� y2�9 � 1�

Kod nje je kvadrat uvijek veće površine od
pravokutnika, bez obzira na položaj tocˇke T.

8. Do jednadžbi povlačenjem i
zakretanjem

GeoGebranam omogućuje da do jednadzˇbe
translatirane konike dodemo drugačije. Za
primjer upišimo jednadžbu jednakostranicˇne
hiperbole upolje za unos. Zapis može biti i
ovakav:

x x�4� y y�4 � 1

Slika 7.
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ili
x � x�4� y � y�4 � 1�

Napomena:xx Geogebra shvaća kao novu va-
rijablu. Radi lakšeg promatranja nacrtajmo
osi i središte hiperbole, naredbamaOsi[c] i
S = Središte[c]. Sada alatomPomicanjepo-
vlačimo krivulju po koordinatnom sustavu i
usporedujmo jednadžbu hiperbole s koordina-
tama sredisˇta S. Prethodno, ako je potrebno,
desnim klikom miša podesimo da jednadzˇba
bude zapisana u obliku:

�x �m�2�a2 � �y � n�2�b2 � 1�

Isto tako, graf krivulje mogli bismo zakretati
oko njegovog središta alatomVrtnja oko točke.
Na slici 7 je prikazana hiperbola rotirana oko
svog središta za kut od tocˇno 45�. To je postig-
nuto naredbomc’=Rotacija[c, 45�, A]. Dobi-
veni graf ima jednadzˇbu 0�5xy�0�5x�y � 2,

što lako transformiramo uy �
x

x� 2
. Na ovaj

način moguće je ukazati da je kod racionalnih
funkcija koje se kasnije ucˇe često riječ o hi-
perbolama.

9. Geometrijsko mjesto točaka

NaredbaLokusčini računalne programe dina-
mične geometrije jakim i posebnim alatima.
Omogućuje nam konstrukciju krivulja drugog
reda, ali i drugih krivulja ravnine bez njihovih
jednadžbi. Moguće ih je konstruirati po samoj

Slika 8.

definiciji ili svojstvu i pritom se uvijek ozˇivi
uobičajene fraza u definicijama “geometrijs-
ko mjesto točaka”. Svaku od krivulja drugog
reda moguće je konstruirati na visˇe načina. Pa-
rabolu smo tako konstruirali u prošlom broju
kao geometrijsko mjesto točaka jednako uda-
ljeno od jednog pravca i točke koja ne pripada
tom pravcu. Neka vaš domaći uradak bude
pomoću naredbeLokuskonstruirati elipsu ko-
ja je afina slika kružnice�slika 8� i obrazložiti
konstrukciju.

Pomoć . Kada biste na svom računalu imali
datoteku afina.ggb�slika 8�, riješili biste svoje
moguće dileme. Dovoljno bi bilo da u izbor-
niku Prikazotvorite Opis konstrukcije. Kako
nemate tu datoteku, evo slike tog prozora.

Slika 9.

10. Ubrzani vodič

Ako spadate u one kojima je tesˇko čitati duga-
čke upute u računalne programe, onda c´e vam
se možda više svidjeti vodičQuickstrat,koji je
ljetos kolegica Ela Rac Marinić Kragic´ prevela
na hrvatski jezik�http���www�geogebra�
at�help�geogebraquickstart hr�pdf�.
Možda dobijete dovoljno ubrzanje da bude-
te ispred opisaGeogebreu sljedećem broju

-a.
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