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Formula za udaljenost

tezista trokuta i sredista opisane
mu Kruznice te njezina primjena

Sefket Arslanagié, Sarajevo, BiH

U matematickoj literaturi koja se odnosi na medu-
sobne udaljenosti Cetiriju karakteristicnih to¢aka
trokuta nalazi se i jednakost:

1
|OG|* = R* — §(a2 +b* + ) (1)

gdje su tocke O i G srediste opisane kruznice tro-
kuta ABC, odnosno teZiste tog trokuta, dok su a, b
¢ duljine stranica tog trokuta, a R polumjer opisane
kruznice. U [1], str. 439 nalazi se dokaz jednakosti
(1) u kojemu se koristi Eulerov' teorem da je:

|OG| : |GH|=1:2 (2)
gdje je tocka H ortocentar trokuta ABC.

Buduci da su tocke O, G i H kolinearne (pripadaju
Eulerovu pravcu), vrijedi:

2
|GH| = 3|OH|. 3)

Dalje se koristi jednakost:
|OH|? = 9R* — (a* + b* + ¢?) (4)

Cija se dva dokaza takoder nalaze u [1], str.
435-437.

Mi ¢emo sada dati jo$ jedan dokaz jednakosti (1)
u kojemu ne¢emo Koristiti jednakosti (2), (3) i (4).

Dokaz: Neka je tocka A’ poloviste stranice BC tro-
kuta ABC (slika 1).

Slika 1.

Na osnovu Stewartova® teorema primijenjena na
trokut OAA’, gdje G € AA’, vrijedi:

|0GP? - |[AA'| = |OA' - |AG]| + |OA[? - |A'G|
— |AA"[ - |AG| - |A'G]. (5

Vodeéi raduna da je |OA| = R, |[AA'| = 1,
1 2

A'G| = =t,, |AG| = =1, te

NG| = 10, AG] = 2

2
|0A'P? = |OCP — |A'CP =R — (g)
dobivamo iz (5):
2

2
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viSe nego u udzbeniku
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a odavde
2 21 2
OG> =ZR*— — + -R* - 22
| | 3 6 + 3 9 a’

odnosno zbog poznatog obrasca

, 207 +232 -4

Ia 4
dobivamo
oaE €2 W e
6 9 4 ’
a? 1 1
i [0G] = R — = = 5 (b* + &) + 12,
odnosno
1
0G]? =R — (@ +b* + &),

aovoje(1).m

Nadalje, u [1], str. 33-35 dokazana je jedna nejed-
nakost trokuta koja glasi:
1 ha + hb + hc

< <1 6
2 a+b+c < (©)

gdje su hg, hy, h. duljine visina, a a, b, ¢ duljine
stranica trokuta ABC.

Dokazat ¢emo sada da za desnu stranu ove ne-
jednakosti (6) vrijedi bolja (jaca) nejednakost koja
glasi:

ha + hb + hc < ﬁ
at+b+c — 2

(7
V3
JGFJGT <1

Primijetimo da se ta konstanta ne moze vie smaniji-
ti jer za jednakostranicni trokut nejednakost upravo

. , V3
postaje jednakost. Kazemo da je > najbolja mo-
guca gornja meda tog izraza.

Dokaz: Po¢i ¢emo od poznate nejednakosti:

(&

(a+b+c)? > 3(ab + be + ca)

[(a—b)z—&—(b—c)z—i—(c—a)z} 20).

N —

Imamo

(a+b+c)? > 3(ab + be + ca)
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(a+b+c)*>6R(hg+hy+he). (8)

Iz (1) zbog |OG|? > 0 slijedi:

1
R’ — §(a2 +b*+c*) >0,
tj.
a* + b* + 2 < 9R%. (9)

Koristeci opet poznatu nejednakost:
(a+b+c) <3(a® +b*+ ),
(&5 [@ b7+ -0+ -] 20)
imamo zbog (9): (a + b + ¢)* < 27R? 1],

a+b+c<3V3R. (10)

Sada iz (8) i (10) dobivamo:
a+b+c
3V3

2
sSa+b+c> —(hy+hy+he
\/g( b )

ha+hb+hc<£
a+b+c — 2

a ovo je nejednakost (7). W

(a+b+c)>6 (ha + hp + he)

LITERATURA

1/ 8 Arslanagi¢ (2005.): Matematika za nadarene, Bo-
sanska rije¢, Sarajevo.

broj 101 / godina 21. / listopad 2019.



