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Kreativnim modelom
do vizualizacije

Zvjezdana Juric i
SnjeZana Bosnjak, Osijek

Izradom i uporabom jednostavnih
modela u nastavi kao nastavnih
sredstava moZemo kod ucenika
postici lakse usvajanje nastavnog
sadrZaja i razumijevanje aps-
traktnih matematickih pojmova i
dokaza (Stylianou 2010.).

Olaksajmo graficko
promisljanje kod ucenika

Vizualizacija u nastavi matematike je predmet raz-
nih istraZivanja. Istrazivanja (Arcavi, 2003; Hanna
i Sidoli, 2007, Rosken i Rolka, 2006) su pokazala
da veliku ulogu u tome imaju nastavnici koji svojim
pristupom u razumijevanju matemati¢ckog proble-
ma mogu na ovaj nacin pomodi ucenicima usva-
janje matematickih pojmova, a kasnije i primjeni
rieSavanja svakodnevnih Zivotnih situacija vizuali-
zacijom problema. Mnoga istrazivanja pokazuju
da nastavnici koji istiCu vizualizaciju u matematici
i koriste modele u obradi i usvajanju matematickih
pojmova postizu bolje rezultate kod svojih ucenika,
ne samo u osnovnoj Skoli nego i u srednjoj Skoli, i
kasnije tijekom studija (npr. Bishop, 1989.; Boaler,
Chen, Williams i Cordero, 2016.).

Razvoj konceptualnog i
proceduralnog znanja
uporabom modela

MatematiCka kompetencija temelji se na razvoju
konceptualnog i proceduralnog znanja. Koncep-
tualno znanje zasniva se na razumijevanju mate-
matickih pojmova, operacija i odnosa medu njima.
Dok proceduralno znanje predstavlja vjestine, stra-
tegije i algoritme koji omogucavaju brzo i u¢inkovito
rieSavanje problema. Ako se kod ucenika postig-
ne visa razina konceptualnog znanja, ona ¢e po-
boljSati razinu proceduralnog znanja. Da bi se
to postiglo, ucenik treba pri usvajanju apstrakinog
pojma, tj. novog koncepta biti aktivan u procesu
ucenja.

Nastavnik moZze dovesti ucenika do viSeg stupnja
konceptualnog znanja primjenom modela za vizu-
alizaciju i usvajanje zakonitosti u raznim matema-
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tikim podrucjima kao npr. kod linearne i kvadratne
funkcije, geometrije prostora, svojstava trigonome-
trijskih funkcija na brojevnoj kruznici, te kod krivulja
drugog reda.

Ucenici Cesto rieSavaju zadatke iz algebre i geome-
trije mehanicki, bez razumijevanja i ne vide njihovu
primjenu izvan matematike. Nastavnikovo znanje
i iskustvo mogu doprinijeti prakticnom razumije-
vanju nastavnog sadrzaja. Jedan od ucinkovitih
naCina poucavanja matematickih koncepata jest
njihovom vizualizacijom. Uporaba modela Cesta
je u osnovnoskolskom obrazovanju. Primjerice, ci-
jeli brojevi mogu se predociti s pomoc¢u termome-
tra i temperatura. Zatim razlomke mozemo pre-
dociti s pomoc¢u dijelova kruga ili pravokutnika,
a takoder s pomocu tih modela moZzemo prika-
zati i operacije zbrajanja, oduzimanja, mnozenja
i dijelienja razlomaka. Ucenici u osnovnoj $koli
rieSavaju linearne jednadzbe uvodenjem modela
vage i proucavanjem njezine ravnoteze. UCenici
primjenom modela uoCavaju veze i zakonitosti, pro-
miSljaju o definiciji i svojstvima. Na taj nacin prido-
nosi se razvoju deduktivhog rasudivanja. Vizualiza-
cija matematike nije vazna samo za u¢enike kojima
je shvacanje matematickih pojmova tesko i proble-
mati¢no nego je vizualizacija vazna i korisna za sve
ucenike i na svim razinama poucavanja. Nekako
se stjeCe dojam da se u srednjoj Skoli u€enicima
odjednom prestaje matematika poucavati slikovito
i uporabom modela jer se smatra da su te me-
tode pogodne samo za nize razine razumijeva-
nja. Vizualne aktivnosti poboljSavaju kod ucenika
razumijevanje nastavnih sadrzaja u matematici i na
viSim kognitivnim razinama. Nastavnik takvim me-
todama nastavu ucini pristupacnom i zanimljivom.
Takoder nastavnik svojim primjerom pri izradi mo-
dela za vizualizaciju pojmova poti¢e ucenika na kre-
ativnost i inovativnost. Primjeri koji slijede mogu
pomocdi vizualizaciji u srednjoj Skoli.

Primjeri modela

Opisat ¢emo nekoliko primjera modela koje smo
koristile u nastavi. Cilj nam je pokazati prednos-
ti grafiCkog prikaza kod usvajanja novih pojmova i

razvoja konceptualnog znanja, §to posljedi¢no pri-
donosi ucinkovitijoj primjeni odgovaraju¢eg proce-
duralnog znanja.

1. GeoplocCa

Nastavni sadrZaj: Koordinatni sustav i pojmovi ve-
zani uz koordinatni sustav (unoSenje tocke, presli-
kavanje toCke ili likova, planimetrija, linearna i afi-
na funkcija, graficko rieSavanje sustava jednadzbi),
zahtijevaju rad s koordinatnom mrezom.

Model koji se moZe koristiti: U objasnjavanju ma-
tematickih pojmova vezanih uz pravokutan koordi-
natni sustav u ravnini, opseg, povrs$inu mnogokuta
mozemo koristiti geoplo¢u. Geoploca je ploc¢a (dr-
vena ili plasti¢na) s avli¢ima koji su rasporedeni u
kvadratnu mrezu. Cesto je izrada geoploge zah-
tievan proces, ali do nje mozemo doéi vrlo la-
ko (model geoploCe s pomocu stiropora na koji
uCvrstimo toCkasti papir koji predstavija tockastu
mrezu). Ucenici su umjesto Cavlica na izradenoj
geoploci od stiropora koristili pribadace ubadajuci
ih u tockastu mrezu. Na taj je nacin model geoplo-
Ce pojednostavljen za izradu. Upotrebom geoplo-
Ce uCenici e lakSe vizualizirati i povezati apstraktne
matematicke pojmove.

Nacin koriStenja modela: KoriStenje geoploce pri
obradi nastavne jedinice "Graf linearne funkcije —
uvjet paralelnosti i okomitosti pravaca" kod u¢enika
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dovodi do vizualizacije i olakS8ava razumijevanje.
Svaki ucenik koristi svoju geoplocu, pravce od kar-
tona (papira) i "tocke" koje predstavljaju pribadace
s plasti¢nim glavicama.

Sto se modelom Zeli postici: Ugenici vrlo lako sa-
mi zaklju€uju i otkrivaju zakonitosti vezane uz po-
loZaj pravaca i na taj nacin postaju aktivni sudionici
u nastavnom procesu. Takav nacin rada narocito
je primjenjiv u radu s ucenicima po prilagodenom
programu. Vazna je i ¢injenica da se uporabom
geoploCe dobije na ustedi vremena, a nastava
u€enicima bude zanimljivija i dinamicnija.

2. Modeli parabole

Nastavni sadrZaj: Kvadratna funkcija se obraduje u
drugom razredu srednje Skole. UCenici se upozna-
ju s kvadratnom funkcijom, njezinim grafom i svoj-
stvima.

Model koji se moZe koristiti: Za cjelinu Kvadrat-
na funkcija i njezin graf, ucenici su trebali izra-
diti od kartona ili debljeg papira parabole (svaka
parabola druge boje) u mjerilu 1:1 cm (primjerice

fx) = )f, fx) = in Fx) =322, f(x) = 422,
fx) = Exz, fx) = gxz).

Nacin koristenja modela: Ucenici prepoznaju mo-
del pojedine parabole, translatiraju model parabole

po pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini i
uocCavaju svojstva funkcije na danom modelu, po-
vezuju opCi oblik kvadratne funkcije s tiemenim ob-
likom funkcije. Smjestanjem parabole u pravokutni
koordinatni sustav u ravnini u¢enik moze odrediti
kvadratnu funkciju.

Sto se modelom Zeli postici: Koriétenjem modela
parabola na nastavi uCenici su vrlo lako primjeniji-
vali osnovna znanja o translaciji kvadratne funkcije
duz x i y osi, zakljucivali o poloZaju parabole, nje-
zinim svojstvima (okrenutost parabole, nul-tocke,
sjeciste s osi ordinata, tieme, ekstrem, rast/pad).

3. Model kruznice na grafoprozirnici

Nastavni sadrZaj: Kruznica u koordinatnom sustavu
moze biti u nekim posebnim polozajima. Neki od
tih posebnih poloZaja kruznice su: kruZnica sa sre-
distem u ishodistu koordinatnog sustava, srediste
kruznice na koordinatnim osima, kruznica dodiruje
jednu od koordinatnih osi te kruZnica dodiruje obje
koordinatne osi.

Model koji se mozZe koristiti:  Za ucinkovit nacin
poucavanja i otkrivanja posebnih poloZaja kruznice
u koordinatnom sustavu moze posluziti model
kruznice na grafoprozirnici s ozna¢enim sredistem
te pravokutni koordinatni sustav u ravnini.

Nacin koristenja modela: Nastavnik navodi uenike
da kruznicu na grafoprozirnici translatiraju po ko-
ordinatnom sustavu i postave ju u jednom od tih

15



iz razreda

16

posebnih polozaja npr. srediste kruznice na osi ap-
scisa.

Sto se modelom Zeli postici: Nakon postavijanja
kruznice u koordinatnom sustavu kojem je srediste
kruznice na osi apscisa, ucenici trebaju odgonet-
nuti i zapisati jednadzbu tako postavljene kruznice.
Translatirati srediSte kruZnice po osi apscisa i za-
pisivati jednadzbe tako dobivenih kruznica. Nakon
usporedivanja nekoliko jednadZbi kruznica ucenici
mogu lako zakljuciti kako zapisati opéi oblik jed-
nadzbe kruznice za taj posebni polozaj.

4. Kartonski model trigonometrijske kruznice

Nastavni sadrZaj: Trigonometrijske funkcije Silja-
stog kuta u pravokutnom trokutu definirane su kao
omjer duljina odgovarajucih stranica. S pomocu je-
dini¢ne kruznice definiraju se trigonometrijske funk-
cije bilo kojeg kuta.

Model koji se moZe koristiti: Za vizualizaciju aps-
traktnih pojmova u vezi trigonometrijskih funkcijana
jedini¢noj kruznici u¢enicima moze posluziti karton-
skimodel slijepe trigonometrijske kruznice. Krakovi
kuta od kartona rotiraju oko ishodista koordinatnog
sustava uévrséeni pribadacom.

Nacin koristenja modela: UcCenici rotiraju drugi krak
kuta oko ishodista koordinatnog sustava po kvad-
rantima i odreduju npr. predznak vrijednosti trigo-
nometrijskih funkcija ovisno o tome u kojem se kva-
drantu nalazi tocka E(t) trigonometrijske kruznice.

Sto se modelom Zeli postiéi: Ovim modelom tri-
gonometrijske kruznice ucenicima se mogu vizu-
alizirati pozitivno i negativno orijentirani kut, pojam
glavne mjere kuta, definicije trigonometrijskih funk-
cija, predznaci i vrijednosti trigonometrijskih funkci-
ja, svojstva trigonometrijskih funkcija, ali i trigono-
metrijske jednadzbe i nejednadzbe.

5. Model grafova trigonometrijskih funkcija na
grafoprozirnici

Nastavni sadrzaj: Svojstva trigonometrijskih funkci-
ja na jedini¢noj kruznici mogu se povezati sa svoj-
stvima grafova pojedinih trigonometrijskih funkcija.

Model koji se moZe koristiti: Nakon §to ucenici
nauCe osnovna svojstva grafova funkcija f (x) =
sinx i f(x) = cosx za daljnje proucavanje
slozenijih grafova funkcija mogu se koristiti mode-
i trigonometrijskih funkcija na grafoprozirnicama i
koordinatni sustav. Za prou¢avanje amplitude, pe-
rioda funkcije i faznog pomaka dovoljno je napra-
viti modele funkcija f (x) = sinx, f(x) = 2sinx
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i f(x) = sin2x na grafoprozirnici prikazanih raz-
licitim bojama. Nasi u¢enici su iste modele izradili
3D printerom.

Nacin koristenja modela: UCenici translatiraju mo-
del pojedine trigonometrijske funkcije po koordinat-
nom sustavu i odreduju formulu koja opisuje novo-
nastalu funkciju. Takoder se grafoprozirnice mogu
postavljati jedna na drugu i usporedivati svojstva
jedne i druge trigonometrijske funkcije.

Sto se modelom Zeli postiéi: Ovim se modelom
kod ucenika razvija graficko promisljanje i to na
vlastitom iskustvu sa samim modelom. Uc&enici s
pomo¢u modela mogu uoditi utjecaj koeficijena-
ta a, b, ¢ i d na grafove trigonometrijskin funkcija
f(x) = asin(bx+c)+dif (x) = acos(bx+c)+d
kao i primjenu formule redukcije i svodenja na prvi
kvadrant.

Zakljucak

Uporaba modela rijetka je u srednjosSkolskom
obrazovanju jer se smatra da ucenici imaju raz-
vijenije kognitivne sposobnosti, te da se relativno
lako moZe posti¢i trazena razina apstrakcije. No
uporaba modela opravdana je i u srednjoskolskoj
matematici. Uporaba modela kod ucenika razvija
graficko promisljanje i na taj nacin u¢enik povezu-
je teoriju i zakonitosti u matemati¢kim problemima.
Takav nacin poucavanja kod ucenika ostavlja traj-
no znanje, a nastavnicima ¢ini poucavanje laksim i

Ovdje smo prikazale dio modela koji se vrlo lako
daju izraditi, a Cija je namjena prvenstveno kako

uceniku olaksati promisljanje, usvajanje pojmova i
uoCavanje zakonitosti u odredenom matematickom
pojmu. Izrada modela potice i nastavnika i u¢enike
na inovativnost i kreativnost, a samim time nastavu
¢ini dinamicnijom i uenicima razumljivijom.
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