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Ucenike primamo kao upitnike, a
otpustamo kao tocke.

(Neil Postman)

Uvod

U kolovozu 2019. uspje$no je zavrSen trogodisnii
Erasmus+ projekt Mathematics education — re-
levant, interesting and applicable (MERIA). No-
sitelj projekta bio je PMF — Matematicki odsjek Sve-
ucilista u Zagrebu, uz partnere Fakultet elektroteh-
nike i racunarstva i Fakultet organizacije i informati-
ke Sveucilista u Zagrebu, te University of Copenha-
gen iz Danske, University of Utrecht — Freudenthal
Institute iz Nizozemske, University of Ljubljana i Na-
tional Education Institute iz Slovenije, zatim srednje
Skole XV. gimnazija iz Zagreba, Gimnazija Vordin-
gborg iz Danske, te udruge Hrvatsko matemati¢ko
drustvoi Drustvo nastavnika matematike iz Danske.
Vrlo motiviran, entuzijasti¢an i stru¢an tim pazljivo
je odradio postavljene si zahtjevne ciljeve koji su se
temeljno bavili promisljanjem i promicanjem smis-

lenog i kvalitethog matemati¢kog srednjoskolskog
obrazovanja.

U obrazovanju opcenito, a posebno u matema-
tickom obrazovanju koje je dio obaveznog obra-
zovanja diliem svijeta, Cesto se postavljaju pitanja
kako ga uciniti “boljim” u mnogim aspektima. Je
li ovo zaista vrijeme, kako povjesni€ar i sociolog
Yuval Noah Harari (2017.) konstatira, u kojem "ne
znamo ¢emu poucavati nasu djecu”, odnosno, je
li zaista naSe "obrazovanje neprikladno za ljudske
potrebe” kao Sto kaze matematicar Yves Cheval-
lard (2015.)?

No, bez obzira na te stavove, bez obzira na
postavljene ciljeve obrazovanja, posebno sred-
njoskolskog, i bez obzira je li obrazovni sustav “tra-
dicionalan” ili ne, danas je mnogo viSe nego prije
vazno ucenike uciti kako graditi novo znanje iz svo-
jeg vlastitog postoje¢eg znanja. ldeja “istrazivanja
i oponasanja rada matematicara” nije nova, prim-
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jerice, i na nasim prostorima ju je zagovarao meto-
di¢ar matematike, profesor Ignacije Smolec (1916.
— 2005.), koji je smatrao da “Skola valja osposo-
biti za istrazivanje, za djelovanje” (Daki¢, 2005.).
Danas, ponajviSe zbog brzog rasta ljudskog zna-
nja, ideja istrazivacki usmjerene nastave matemati-
ke naglaseno je aktualna i prisutna u matematickim
kurikulima diljem svijeta. Propitivanje njezinih mo-
gucnosti i dosega, odnosno osmisljavanje mate-
rijala za njezino izvodenje, bili su glavni pokretaCi
projekta MERIA.

Osim ideje smislenog promoviranja istrazivacki us-
mjerene nastave matematike projekt MERIA imao
je za cilj i ojacati veze izmedu srednjoskolskog i
sveuciliSnog matemati¢kog obrazovanja te omo-
guciti priliku za profesionalni razvoj nastavnika ma-
tematike u partnerskim zemljama (a moguce i
Sire). Taj je cilj ostvaren kroz zajedniCki rad sred-
njoskolskih i sveucilisnin nastavnika partnerskih ze-
malja na osmisljavanju materijala za istrazivacki us-
mijerenu nastavu matematike, zatim na analiziranju
uvjeta i ogranicenja za njezino uvodenie, kao i ana-
liziranju nastave i unapredenju materijala.

OsnaZivanje veza srednjoskolskih i sveuciliSnih ins-
titucija te izmedu srednjoskolskog i sveuciliSnog
matemati¢kog obrazovanja promicao je jo$ prije
viSe od 100 godina i Felix Klein (1849. — 1925), nje-
macki matemati¢ar i matematicki edukator. Uka-
zivao je na problem “dvostrukog diskontinuiteta” u
obrazovanju nastavnika. Prvi diskontinuitet u nji-
hovom obrazovanju dogada se dolaskom na fakul-
tet kada buduci nastavnici po€inju uciti sveuciliSnu
matematiku koja je izrazito drukdije strukturirana od
srednjoskolske, dok se drugi dogada kad se vrate
natrag u Skolu. | danas je vrlo aktualno njegovo
pitanje “U kojoj mjeri napredno sveudiliSno isku-
stvo omogucuje budu¢im nastavnicima pristupiti

srednjoskolskoj matematici na dublji i samostalniji
nacin?”, Klein je kritizirao postoje¢e materijale za
nastavnike jer “ne odrazavaju didaktiCku dimenziju
nastave te posebno zanemaruju potrebu za intu-
itivnim pristupima”. Zagovarao je “epistemolosko
razumijevanije elemenata kao podlogu za razumije-
vanje povezanosti i koherentnosti grana i specijal-
nosti matematike” (Weigand, McCallum, Menghini,
Neubrand i Schubring, 2019.). Tim se principima
u zajednickoj suradnji vodio i projekt MERIA. Za-
jednicki su osmisljeni scenariji uz analizu matema-
tickog sadrzaja i didaktiCkih varijabli te su provede-
ni brojni intervjui s ukljucenim nastavnicima kako
bi se dobilo Sto viSe uvida u moguca ogranicenja i
prepreke u odmaku od frontalne nastave. Imajuci
sve to u vidu, projekt MERIA nastojao je odgovoriti
na neke izazove kroz zajedniCki rad svih ¢lanova
projektnog tima s jednostavnim zajednickim ciljem
— smislenija, relevantnija i primjenjivija nastava ma-
tematike za sve ucenike.

Prednosti i ograni¢enja
istrazivacCki usmjerene
nastave

Istrazivacki usmjerena nastava podrazumijeva sa-
mostalnu aktivnost u¢enika (barem u jednom dije-
lu sata) orijentiranu na rjesavanje problema. Pri-
tom ucenik oponasa ponasanije znanstvenika pos-
tavljanjem dodatnih pitanja, ispitivanjem posebnih
slucajeva i trazenjem uzoraka, postavljanjem, opo-
vrgavanjem i dokazivanjem hipoteza itd. Takav
nacin rada zahtijeva velik angazman ucenika, a kao
rezultat kognitivne aktivacije oCekujemo postizanije
boljeg razumijevanja proucene problematike i du-
gotrajnijeg paméenija iskustva koje je tijekom aktiv-
nosti ste€eno. Ipak, bilo bi vrlo pojednostavljeno
tvrditi da istrazivaCki usmjerena nastava pozitivno
utje€e na rezultate na standardiziranim testovima.
Provedena istrazivanja pokazuju da ucenici koji su
izlozeni istrazivackoj nastavi imaju ve¢u motivaciju
i interes za matematiku (Bruder i Prescott, 2013.)
te da takav tip nastave pozitivno utjece na ucenike
s nizim razinama postignuca, a da pritom ne utjecu
negativno na ucenike s dobrim rezultatima (Kogan
i Laursen, 2014.).
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Priprema i provedba istrazivackin aktivnosti zah-
tijeva vrijeme za koje na prvi pogled nastavnik moze
imati osje¢aj da je potrebno “oduzeti” od drugih
aktivnosti ili sadrzaja u ve¢ natrpanom planu i pro-
gramu. Iskustva s nastavnicima u projektu MERIA
pokazuju da su nastavnici voljni uloZiti svoje vrije-
me za pripremu i odvojiti dio satnice za inovativne
satove ako su ti satovi podrzani kvalitetnim mate-
rijalima, a nastavnici prethodno uvjereni da ¢e sat
biti produktivan.

Naravno, uvjerenje o potencijalnom ishodu sata je
subjektivno i spekulativno te se kao bitni faktori na-
mecu autoritet koji nastavnik prepoznaje iza dizaj-
na nastavnih materijala i pozitivna iskustva drugih
kolega koji su proveli isti sat u slichom konteks-
tu. Osim usmijerenosti na rieSavanje problema ti-
pi¢na karakteristika istrazivacke nastave matemati-
ke je promjena uloga u¢enika i nastavnika. U&enici
prije svega moraju preuzeti odgovornost za svoje
uéenje, a nastavnik se iz pozicije predavaca po-
micCe u ulogu voditelja ili suradnika. S vec¢im brojem
uéenika raste broj razli¢itin otkri¢a i iskustava koja
ucenici dozivljavaju, pa je nastavnik suoCen s iza-
zovom kako uspjesno pratiti rad ucenika i reagirati
na nepredvidljive situacije koje se mogu pojaviti,
te kako orkestrirati prezentaciju rezultata i na kra-
ju povezati rad u€enika s obrazovnim ciljevima koji
SU za taj sat zacrtani. Teoretski okviri poput teorije
didakti¢kih situacija ustanovljeni su upravo kako bi
pruzili potreban jezik za analizu i diskusiju o tak-
vim izazovima. Precizan metodicki vokabular omo-
gucava razgovor o oc¢ekivanjima, ciljevima, fazama
sata, potesko¢ama i paradoksima koji se javljaju u
odnosu izmedu nastavnika-facilitatora i u¢enika.

Za nastavnika kojem su moguci nacini izvodenja
istrazivaCki usmjerene nastave novost i nepoznani-
ca, od velike koristi mogu biti MERIA Prakticni vodic,
te konkretni nastavni materijali objavljeni u obliku
MERIA Scenarija i modula. Osim samih materija-
la znacajna razina podrske moze do¢i iz zajednice
kolega koji zajedno uvode (sustavnu) promjenu u
pristupu poucavanja. Dva ili viSe nastavnika mate-
matike mogu zajedno formulirati ciljeve svojih “eks-
perimentalnih” nastavnih satova, biti medusobno
prisutni na satovima i olaksati pra¢enje uCenika te
na kraju zajedniCki napraviti refleksiju o uspjesnosti
sata. Nastavnici koji su proveli vise MERIA sce-
narija u istom razredu primijetili su da su ucenici s

vremenom uspjesno prihvatili nove uloge i u manjoj
mieri traZili direktnu pomo¢ u rjeSavanju problema.

Na temelju tih iskustava zaklju€ujemo da se uvode-
nje istrazivacki usmjerene nastave odvija postupno,
pocevsi s malim koracima i dugoro€nim cilievima.
Mozemo utvrditi da nastavnici ovim nacinom rada
upoznaju svoje ucenike na drukciji nacin, nerijetko
se ugodno iznenade reakcijama inaCe manje zain-
teresiranih ucenika te prepoznaju korisnost MERIA
scenarija u razvoju kritickog razmisljanja ucenika.
Konac¢no, a zapravo i vrlo vazno, promisljajuci o
maturi, nastavnici u zavr$nim intervjuima o utjecaju
projekta na njihov rad zaklju¢uju da je njihov nas-
tavni plan u velikoj mjeri podreden maturi, ali je
istrazivaCki usmjerena nastava u obliku prezentira-
nom MERIA scenarijima poravnata sa sadrzajima i
zahtjevima u zadatcima ispita mature.

Teorije matematickog
obrazovanja u projektu
MERIA

U izvodenju istrazivaCki usmjerene nastave mate-
matike nastavnik se susre¢e s mnogim izazovima,
primjerice: kako motivirati u¢enike da krenu s ra-
dom, da se pitaju i formuliraju poCetna matema-
ticka pitanja, kako angaZirati sve ucenike da rade
na temelju vlastitog znanja, kako efikasno “drzati
ruke u dzepovima”, u€enicima pomagati, ali i ne
pomagati, kako graditi dalje na temelju ucenickih
pocetnih odgovora koji mogu biti sasvim razli¢iti i
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voditi na razli¢ite putove, s kojim odgovorima nas-
tavnik moze biti zadovoljan, i naravno, kako osigu-
rati da svi u¢enici nauce “pravu matematiku” u pot-
rebnojmieri? Izvodenije istrazivacki usmjerene nas-
tave i scenariji projekta MERIA poduprti su dvjema
relevantnim teorijama matematic¢kog obrazovanja —
nizozemskom teorijom realisticnog matemati¢kog
obrazovanja i francuskom teorijom didakti¢kih situ-
acija.

Realistiéno matematic¢ko obrazovanje

Realisticno matematicko obrazovanje (engl. Realis-
tic mathematics education, RME) je teorija ucenja i
poucavanija koju je razvio i prvi predstavio Freuden-
thal Institute u Nizozemskoj. Nizozemski se mate-
maticar Hans Freudenthal (1905. — 1990.) osim
matematikom bavio i matematic¢kim obrazovanjem
te je imao veliki utjecaj na razvoj RME. Dva su vazna
nacCela na kojima se temelji RME:

1. Matematika je ljudska aktivnost.

2. Smislena je matematika izgradena na bogatim
realnim kontekstima.

Matematika mora biti bliska u€enicima i biti rele-
vantna za svakodnevne zivotne situacije. Medutim,
rije¢ “realisticno” ne odnosi se samo na poveza-
nost sa stvarnim svijetom, nego s kontekstom Koji
je ucenicima blizak i smislen, odnosno u kojem
ucenici neku situaciju mogu predoCiti kao suvislu i
samostalno u njoj zaklju¢ivati. Kontekst moze biti iz
svakodnevnog Zivota, ali to nije uvijek neophodno.

Matematika moze biti vrlo strukturirana, dok RME
promovira manje formalan pristup. lzlaganje uce-
nika vrlo formalnoj nastavi matematike naziva se
inverzija. Umijesto prirodnog tijeka misli koji je do-
veo do otkri¢a novog koncepta, ucenicima u for-
malnoj nastavi prvo prikazujemo krajnje rezultate
Cesto vrlo dugackog i zahtjevnog procesa koji je
do te matematike doveo. Da bi ucenik doSao do
polaznog problema koji je potaknuo potrebu za tim
matematic¢kim znanjem treba dosta vremena i na-
pornog rada. RME tvrdi da to uopce nije didakticki
pristup; naziva ga anti-didaktickom inverzijom.

RME predlaze da nastava matematike bude or-
ganizirana kao vodeno (ponovno) otkrivanje, gdje

ucCenici prolaze sli¢an proces kao znanstvenici ko-
ji su tu matematiku otkrili. Otkrivanje je korak u
procesu ucenja, a rije¢ “vodeno” predstavlja nas-
tavno okruzenje procesa ucenja. Neformalne stra-
tegije u¢enika Cesto se mogu tumaciti kao njihovo
predvidanje formalnih procesa. U tom je slu¢aju
postupak ponovnog otkrivanja voden konceptom
matematizacije.

U uvodnoj se fazi kroz kontekst uvodi relativno otvo-
ren problem koji je u¢enicima dohvatljiv da ga mo-
gu sami otkriti ili formulirati. U&enici problemu mo-
gu pristupiti na razlicite matematicke nacine. Sli-
jedi faza horizontalne matematizacije; problem se
prevodi na matematicki jezik kako bi se raspravilo
o situaciji. Ucenici identificiraju ili opisuju speci-
ficnu matematiku u optem kontekstu, formuliraju
i vizualiziraju problem na razliCite nacine, otkrivaju
odnose, pravilnosti i sliéno. UCenici stvaraju prvi
neformalni model.

Faza vertikalne matematizacije je proces reorgani-
zacije u samom matemati¢kom sustavu pri ¢emu
ucenici izgraduju svoje matematicko znanje. Pred-
stavljaju odnos u obliku formule, dokazuju pravil-
nosti, prilagoduju model kombiniranjem i integri-
ranjem drugih, jednostavnijih modela, formuliraju
matematicki model i generaliziraju. Model postaje
apstraktniji, opcenitiji.

U posliednjoj fazi zaklju¢ivanja i refleksije uéenici
prolaze i analiziraju cijeli proces od pocetka, integri-
rajuideje, eksplicitno pokazujuéi ste¢ene metakog-
nitivne viestine i razmjenjuju svoje zakljuCke. Nas-
tavnik ih pri tome vodi i isti¢e glavne tocke procesa
u€enja. U svakoj fazi postoje elementi istrazivanja:
otkrivanje i/ili formuliranje problema, stvaranje pr-
vog neformalnog modela, apstrahiranje i razmjenji-
vanje zaklju€aka.
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Teorija didaktickih situacija

Teorija didaktickih situacija (TDS) kao temeljnu ideju
promice ideju (nastavnog) “okruzenja” i ideju “op-
timalne strategije” ili “pobjednicke strategije u igri”.
Naime, za ucenje, nastavnik osmisljava okruzenje
(franc. milieu) koje samo omogucuije uc¢eniku odgo-
vor je li uspjesno rijesio matematicki problem. Ideja
TDS-a stvaranje je situacija u kojima u€enik rieSava
probleme koje je znanstvena zajednica vec rijesila,
ali je za ucenika rieSenje nepoznato pa uocava po-
trebu za razvijanjem ili konstruiranjem novih mate-
mati¢kih znanja. Za to je potrebno postaviti pri-
mijereno okruzenje nastavne situacije. Primjer ok-
ruzenja je najbolje predstavljen u problemu sa sla-
galicom:

UCenici u grupama trebaju napraviti uve¢ane mo-
dele prema sljedec¢em pravilu: duZina koja je u za-
danome modelu duljine 4 cm na njihovorn modelu
treba biti duljine 7 cm. Svaki e uCenik napraviti ba-
rem jedan dio slagalice. Kada zavrse, sve dijelove
moraju sloZiti u lik kao u zadanom modelu.

Poucdavanije je organizirano u pet faza. Prva se
faza naziva primopredaja. U ovoj fazi nastavnik
ucenicima predstavlja problem i daje im uputu za
rad. Drugim rijeCima, nastavnik ucenicima pre-
pusta ili predaje okruzenje nastavne situacije te dio
odgovornosti za rjeSavanje problema i u¢enje. Na
nasem primjeru slagalice to znaci da im daje uputu
za rad bez direktne daljnje pomoci.

U drugoj fazi, koju nazivamo djelovanje, ucenici
samostalno rade na problemu (kazemo adidak-
ticki). U problemu slagalice ucenici ¢e se u
poCetku vjerojatno prisjetiti svojeg prethodnog is-
kustva s matemati¢kim problemima povecéanija ve-
licine i dodavati svakoj stranici 3 cm. Koristenje
prethodno usvojenog znanja i iskustva je prirodna
poCetna aktivnost, Cak i ako se pokaze pogreSnom.

U fazi formulacije ucenici predstavljaju ono sto
su ¢inili u fazi djelovanja; pocetne ideje, hipote-
ze ili jednostavno ono §to su do sada pokusali
uCiniti. Prezentacija se moze organizirati na razlicite
nacine, ali nije uvijek dovoljno traziti od uc¢enika da
se ukljuce u razrednu raspravu, vec¢ je bitno da sva-
ki u€enik formulira svoje ideje i predstavi ih u ovoj
fazi. To se moze posti¢i raspravom u manjim grupa-
ma. U problemu slagalice ¢e pokusaj slaganja svih
novoizradenih dijelova predstavljati fazu formulaci-
je. Za oCekivati je da se nece svi dijelovi uklapati.
Stoga ¢e ucenici voditi rasprave o strategijama ko-
je su vec isprobali, a moguce je razviti nove ideje
o drugim pristupima. Ucenik koji je koristio pra-
VU strategiju mora u to matematicki argumentirano
uvijeriti ostatak skupine tako da razumiju i prihvate
njegove ideje.

Nakon toga, u fazi potvrdivanja ucenici ispituju
svoje strategije ili hipoteze u odgovaraju¢em ok-
ruZzenju nastavne situacije. To znadi da se rezultati
rada uc¢enika mogu potvrditi, a da im “nastavnik ne
mora re¢i jesu li u pravu ili ne” (parafraziraju¢i A.
Sierpinsku, 2007.). U primjeru sa slagalicom nas-
tavna je situacija oblikovana tako da ucenici mo-
gu provijeriti jesu li dobro radili i zakljuCivali ako se
novi dijelovi mogu spojiti.  Stoga, ako ucenici u
pocetku odaberu manje uspjesnu strategiju, faza
potvrdivanja pokazat ¢e im da je njihova ideja po-
greSna i da je potrebna druga strategija koja se
kasnije moze provjeriti na isti nacin. Vazno je na-
glasiti da uspjesna strategija mora biti u dosegu
matematickih sposobnosti u¢enika.
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Posliednja je faza institucionalizacije u kojoj ¢e
0sobno znanje konac¢no dodi do stanja instituci-
onaliziranog znanja. Ovu ¢e fazu voditi nastavnik;
organizirat ¢e ideje, sazeti glavne tocke zajednickih
strategija i predstaviti sve kao jednu optimalnu stra-
tegiju. Institucionalizirano znanje je na razini sred-
njoskolskog obrazovanja, znanje koje je predstav-
lieno u udzbenicima. To je sinteza matematickih
aktivnosti, matematicko znanje prezentirano sazeto
i precizno, dok proces istrazivanja koji je doveo do
njegovog razvoja obi¢no nije vidljiv. U problemu
sa slagalicom nastavnik ¢e uvesti neformalnu ide-
ju sliéninh likova, odnosno sli¢nosti, sto je formalno
institucionalizirano matematic¢ko znanije.

Utrka do 20

Jos jedan klasi¢ni primjer didakti¢ke situacije ko-
ja podrzava ucenicko istrazivanje je "Utrka do 20”.
Radi se o igri koju igraju dva igraca. Prvi igra¢ na
pocetku izgovara broj 1 ili 2. Nakon toga igraci
naizmjence dodaju broj 1 ili 2 na trenutacni broj, a
igra¢ koji prvi dode do broja 20 je pobjednik. Zada-
tak je odrediti koji igra¢ ima strategiju kojom moze
pobijediti neovisno o odabirima drugog igraca.

Ucenici mogu poceti s igranjem igre i otkrivanjem
uzoraka na temelju kojih formiraju pobjedni¢ku stra-
tegiju. Vrlo ¢e brzo igraci primijetiti da onaj tko
kaze 18 ili 19 sigurno gubi te je prvo vazno otkrice
da igra¢ koji izgovori 17 sigurno pobjeduje. To je
primjer zakljucka koji ¢e se ugraditi u pobjednicku
strategiju. UoCimo da se u¢enici mogu samostalno
uvjeriti u ispravnost svoje hipoteze jer je analiza po-
teza nakon izgovaranja broja 17 bazirana iskljuc¢ivo
na poznavanju pravila igre i logickom zaklju¢ivaniju
(“Drugi igra¢ mora dodati 1 ili 2. Ako drugi igra¢
poveca 17 za 1 na 18, onda ¢u ja povecati za 2 na
20. No, ako drugi igra¢ povec¢a 17 na 19, onda ¢u
ja povecati 19 na 20.”).

Nakon ovog pocetnog rasudivanja potrebno je po-
noviti isti nadin razmisljanja te zakljuciti da je dio
pobjednicke strategije izgovoriti broj 14, odnosno
prije toga broj 11, a prije toga broj 8, pa 5, i ko-
nacno 2. Iz ovoga slijedi da je pobjednik onaj igra¢
koji je prvi na potezu, a njegova pobjednicka stra-
tegija je na poCetku izgovoriti broj 2, te nakon toga
redom izgovarati brojeve 5, 8, 11, 14, 171 20. Ti

koraci su zaista moguci jer na potez drugog igraca
u kojem bira 1 (odnosno 2), mi mozemo dodati
2 (odnosno 1), te smo zato sigurni da ¢emo svoj
zadnje izgovoreni broj povecati tocno za 3. Dakle,
koriste¢i matematicki jezik, klju¢na opservacija za
pobjednicku strategiju je vezana uz djeljivost bro-
jem 3, tj. brojevi koje prvi igra¢ treba izgovarati da
bi pobijedio daju ostatak 2 pri dijeljenju brojem 3.

Kako to¢no ucenici u nizim razredima osnovne
Skole razmisljaju i zaklju¢uju o ovoj igri, istrazivao
je Guy Brousseau, zacetnik teorije didaktickih situ-
acija. Njegovo istrazivanje pokazuje da se u do-
bi od 10 godina rieSavanje zadanog problema, tj.
otkrivanje pobjednickih brojeva, dogada u mnogo
vecem broju faza. Pokazano je da ucenicima za
svaki sliede¢i broj u nizu 17, 14, 11... treba sve
viSe i viSe vremena (tj. simulacija igre), $to znaci
da induktivni nacin zakljuCivanja koji smo prezen-
tirali njima nije prirodan. Velik broj simulacija igre
(tj. dugotrajna faza akcije) je potreban kako bi se
iz igre (kao jedinog izvora u nedostatku nastavnika
kojeg se moZze traziti za otkrivanje rjeSenja) priku-
pile povratne informacije i na temelju tog iskustva
svakodnevnim jezikom formulirale hipoteze koje se
tek onda logi¢kim zakljuCivanjem mogu dokazati.
Potreba za dokazom pojavljuje se iz pragmati¢nih
razloga, najceSc¢e zbog zamora od velikog broja
pokus$aja i pogresaka, ali se ne¢e nuzno pojaviti
kod svakog u¢enika. No, jednom kad uc¢enik osjeti
tu potrebu (na zahtjev nastavnika ili kako bi smanijio
svoj broj pokusaja) ona ¢e ga natjerati da svakod-
nevni jezik zamijeni logickim zakljucivanjem, te po-
tencijalno uvodenjem matematickih koncepata koji
se nalaze u pozadini problema (npr. ostataka pri
dijeljenju brojem 3).

Ovaj nam primjer govori mnogo o raznim aspek-
tima istrazivacki usmjerene nastave matematike.
Prije svega, upucuje na promijenjene uloge nas-
tavnika i uCenika. U pazljivo dizajniranoj didak-
tiCkoj situaciji uenik ne treba Cuti od nastavnika je
li u pravu, ve¢ mu problem koji rieSava, odnosno
okruZenje problema, omogucava testiranje njego-
ve strategije. Stoga se rjeSenje problema namece
kao optimalna strategija u igri u kojoj je nastavnik
samo postavio pravila. Uloga nastavnika je us-
postaviti odnos s uc¢enikom u kojem ucenik pris-
taje preuzeti odgovornost za rieSavanje (“igrati ig-
ru”) i intervenirati promjenom problema ako ucenik
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ne moze iskoristiti potencijal situacije jer je prob-
lem prejednostavan ili preslozen u danom trenutku.
Ucenik u interakciji s problemom prolazi razne fa-
ze rjieSavanja problema u kojima ga vode povratne
informacije koje dobiva od drugih ucenika, nas-
tavnika, te prvenstveno samog problema. U tom
procesu gradi iskustvo frustracije i zadovoljstva, ali
i vlastite koncepte koji daju smisao onome $to radi.
Svaki u¢enik pritom ima pomalo drukdiji dozivljaj, a
nastavnik na kraju sata povezuje uc¢enikove ideje s
matematic¢kim sadrzajima koiji su ciljani danim pro-
blemom i klju¢ni za njegovo rieSavanje. Nacin na
koji nastavnik institucionalizira u¢enikove ideje vrlo
je vazan dio odnosa koji gradi u¢enikovo samopo-
uzdanje i omogucava suradnju u sliede¢oj situaciji.

U opisanom odnosu izmedu ucenika i nastavni-
ka podjela odgovornosti ne moze biti u potpunosti
eksplicitno dogovorena jer se nastavnik mora su-
zdrzati od otkrivanja klju¢nih informacija o situaciji
kako bi potencijal za u¢enje koji situacija nosi ostao
saCuvan za ucenika. Nastavnik se mora suzdrZati
od predavanja i pomaganja preko mjere koja je
nuzna da bi u¢enik samostalno mogao istrazivati.
To nazivamo paradoks situacije: ako nastavnik jas-
no kaze $to zeli od ucenika, ucenik to vise ne moze
ostvariti! | tako sami nastavnici otkrivaju novi izazov
za vlastito strplienje shvacajuc¢i kako su krhke mo-
guénosti za razvoj kritickog razmisljanja i u¢enikov
osjecaj odgovornosti. Istovremeno, mozemo se
nadati da ¢e ucenik prepoznati kako upravo preki-
dom ocekivanja gotovih rieSenja od strane nastav-
nika pocinje ucenje i prihvatiti novu paradigmu koja
ga osnazuje i veseli zbog njegove vlastite aktivne
uloge.

Scenariji i moduli projekta
MERIA

U okviru projekta MERIA testirano je desetak, a ob-
javljeno sedam scenarija za provodenje istrazivacki
usmjerene nastave matematike. Scenarijima se
potice istrazivanje jednog vaznijeg matemati¢kog
koncepta te su predvideni za izvodenje u trajanju
od barem jednog $kolskog sata. To su Povecanje
povrsine, Tvornica bicikala, Linije sukoba — uvod,

Put kocenja, Tobogan, Oglas za posao i ab-ba.
Promotrimo strukturu MERIA scenarija na primje-
ru scenarija Tobogan.

Ciliano znanje u scenariju Tobogan je koncep-
tualno razumijevanje nagiba krivulje kao nagiba
tangente, dok su S$iri ciljevi matematicko mode-
liranje tobogana s pomocu grafova funkcija te
izraCunavanje nagiba (derivacija funkcije) ru¢no
ili pomo¢u IKT-a.  Scenarij moze posluziti kao
smisleni uvod u derivacije. Provodenjem sce-
narija razvijaju se istrazivacke i interdisciplinarne
vjeStine ucenika. Ucenici eksperimentiraju s raz-
licitim grafovima funkcija na papiru i koristenjem
IKT-a, ponavljaju proces kako bi poboljsali rjesenja,
usporeduju razliCite strategije, obrazlazu karakte-
ristike dobivenog rieSenja. Ucenici mogu povezati
svoje iskustvo glatkoc¢e fizickih objekata s matema-
tickim pojmovima tangente na krivulju i derivacijom
funkcije. Matemati¢ki modeli mogu se Koristiti za
izradu 3D objekata ispisivanjem na 3D pisacu (IKT
vjestine) ili proizvodnjom s drugim materijalima (za-
nati). Scenarij je predviden za uCenike u dobi od
16 do 18 godina, a provodi se dva $kolska sata.

Sat zapocinje didaktickom fazom primopredaje u
kojoj nastavnik u¢enicima predstavlja problem:

Djecji se tobogan sastoji od zakrivlenog dijela na
gornjemn ili donjem dijelu i jednog ravnog dijela u sre-
dini. Primijenite matematiku i dizajnirajte takav oblik.
Rjesenje neka se sastoji od jednog ravnog i samo
jednog zakrivlienog dijela. Pazite da spustanje ne
bude neugodno.

Slijedi adidakticka faza djelovanja u kojoj ucenici
samostalno radeci u skupinama skiciraju spust,
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pocevsi od neke krivulje kojom modeliraju zakrivlje-
ni dio, uvode koordinatni sustav i odabiru jedan od
mogucih pristupa. Istrazivanja u razredu (Bos, Do-
orman, Cafuta, Praprotnik, Antolis i Basi¢, 2019.)
pokazala su da ucenici biraju jedan od sljedeca tri
pristupa.

1. Pristup s pomocu graniéne linije: uCenici oda-
biru slobodan pravac i pomiCu ga (translatiraju i
rotiraju) dok ne dode u polozaj u kojem izgleda
kao da postoji samo jedno sjeciste s krivuljom
koju promatraju.

-2 -1 0 1 2 3

2. Pristup s pomocu sekante: ucCenici odabiru
jednu toCku na krivulji — to€ku u kojoj Zele odre-
diti tangentu; zatim odabiru jo$ jednu to¢ku na
krivulji i pomicu drugu tocku blize prvoj kako bi
dobili glatki prijelaz.

3. Pristup s pomocu linearne aproksimacije:

Ucenici odabiru jednu toCku na krivulji, crtaju
pravac i zatim poku$avaju prilagoditi nagib tako
da pravac najbolje odgovara krivulji.

2 - 0///1 2 3

Neki u¢enici mogu koristiti kruznicu kao krivulju i
¢injenicu da je tangenta okomita na polumjer. Nas-
tavnik uoCava ucenicke ideje, strategije i zakljucke,
po potrebi vodi raspravu o tome $to to znadi da
spustanje ne smije biti neugodno i da rieSenje tre-
ba imati glatki prijelaz izmedu zakrivlienog i ravnog
dijela.

Faza formulacije takoder je adidakticka. U toj fazi
ucenici formuliraju i prezentiraju svoja rieSenja. U
didakti¢koj fazi potvrdivanja nastavnik otvara ras-
pravu pitanjem: “Kako znamo da je rieSenje dobro?
Postoji Ii najbolje rieSenje?” Ucenici objasnjavaju
zasto je neko rjeSenje dobro i moze li jedno biti
bolje od drugog. Faza institucionalizacije je didak-
tika i u njoj nastavnik diskutira zapis tangente na
nacin koji odgovara rjeSenjima do kojih su dosli
uCenici. U zavrSnom su dijelu scenarija detaljno
opisani moguci nacini da ucenici ostvare ciljano
znanje. Detaljnije se moze na¢i u samom MERIA
modulu (Cafuta, 2019.), kao i u Clanku autora Bos
idr.

Umijesto zakljuCka — Sto kazu
nastavnici i ucenici

U suvremenom matemati¢kom obrazovanju sma-
tra se pozeljnim temeljiti uCenje na konstruktivis-
tickim idejama u kojima ucenici istrazuju problem-
ske situacije, a nastavnik ima ulogu dizajnera nas-
tavnog okruzenja, odnosno “podupiratelja” proce-
sa ucenja. Takav je pristup alternativa tzv. “tra-
dicionalnom pristupu”, eksplicitnom modelu prije-
nosa znanja (predavanja) od strane nastavnika u
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kojem su ucenici “primatelji” znanja, oni nau¢eno
trebaju uvjezbati. Ne zagovarajuci niti jednu od tih
dviju krajnosti jer su one pojednostavljenja izuzet-
no slozene stvarnosti u ucionici (Godino, 2015.),
projekt MERIA promovira ukljucivanje elemenata
istrazivaCki usmjerene nastave matematike u sva-
kodnevnu nastavu matematike, kao jednog od
mogucih oblika smislenog i kvalitethnog matema-
tickog obrazovanja. UocCimo da naSa matema-
ticka svakodnevnica ve¢ sad nije krajnje tradici-
onalna, nego je Cesto obojena heuristickom nas-
tavom, nastavom u kojoj nastavnici razgovorom
(heuristickim dijalogom), pripremljenim aktivnosti-
ma za ucenike i drugim kratkim interakcijama, mi-
saono vode ucCenike do razumijevanja nastavnih
sadrzaja. Projekt MERIA nudi nastavnicima nesto
drukdije iskustvo — iskustvo provodenja otvorene is-
trazivacki usmjerene nastave, u kojoj je ucenicima
predana puno ve¢a odgovornost za njihovo viastito
ucenje.

U prethodnom tekstu pokazali smo na kojim je
temeljima moguc¢e zasnovati i kako je mogucée
strukturirati nastavne satove ili blokove istrazivacki
usmjerene nastave matematike. Materijal razvi-
jen u projektu rezultat je zajedniCkog rada sred-
njoskolskih i sveuciliSnih nastavnika matematike iz
partnerskih zemalja za podrsku nastavnicima ko-
ji Cesto navode nedostatak vremena za njegovo
osmi$ljavanje kao prepreku za izvodenje. Nije to
jedina prepreka koju nastavnici navode. Kao i u
sli¢nim projektima u Europi, tako i u intervjuima ti-
jekom MERIA projekta, nastavnici su istakli da im
je vazno kakav Ce uspjeh ostvariti njihovi ucenici
na zavrsnim testovima i/ili drzavnoj maturi. |zdva-
jamo jedno tipicno mislienje, i to njemackog sred-
njoskolskog nastavnika matematike, izreCeno u ok-
viru projekta PRIMAS:

Moja je primarna zadaca ucenike pripremiti za va-
njsko vrednovanje koje im omogucuje steci svje-
dodzbu koja ¢e im u buducnosti biti od koristi. Oni
ne Zele viSe. Ako napravim viSe, odmah e se usp-
rotiviti. Zatim ¢e mi roditelji re¢i da nije na meni da
to radim.

Pod pretpostavkom da je cilj obrazovanja da “uceni-
ci steknu odredena etablirana i kulturno priznata
znanja” (Hersant i Perrin-Glorian, 2005.) Cija se us-
vojenost provjerava sumativnim testovima, nave-
deno nas misljenje ne zaCuduje. No, je li to doista

jedini cilj obrazovanja? | je li drukciji oblik nastave
u kontradikciji s teznjom za dobrim rezultatom na
sumativnim testovima? Nastavnici u MERIA pro-
jektu smatraju da nastava poduprta izradenim sce-
narijima nikako nije u suprotnosti s tim teznjama.
Stovige, smatraju i da takvo iskustvo ohrabruje sve
ucenike, a ne samo one s boljim postignu¢ima u
rieSavanju matematic¢kih problema i u drugim situ-
acijama (Basi¢ i Milin Sipug, 2019.).

Nastavnici ukljuceni u aktivnosti projekta MERIA
potvrdili su i da imaju dovoljno vremena i slobo-
de ukljuciti elemente istrazivacki usmijerene nasta-
ve u svoju redovnu nastavu te su izrazili pozitivne
stavove u vezi materijala izradenog i potvrdenog
od projektnog tima u koji imaju povjerenje. Uoili
su da istrazivacki usmjerena nastava matemati-
ke donosi vecu dinamiku u razredu i da su ME-
RIA scenariji uCenicima zanimljivi. S druge strane,
ucenicima je posebno atraktivan element neizvjes-
nosti (uzbudenja i misterije) koju donosi problema-
tika nastavnog okruzenja, a nastavnici tada koriste
priliku da pokazu da iza igre pogadanja postoji ma-
tematic¢ko (logi¢no, znanstveno) objasnjenje.

Etgodt problen?

Mnogo je faktora koji uvjetuju ucenije i odrediti nji-
hov utjecaj vrlo je sloZzeno pitanje. Dinamika u
ucionici zahtijeva angaziranog, fleksibilnog i kri-
tiénog nastavnika koji prepoznaje pravu ravnotezu
nastavnih pristupa te ih ispreplice. Istrazivacki
usmjerena nastava predstavija izazov, kako za
uCenika tako i za nastavnika, jer se i jedni i drugi
susre¢u s “nepoznatim”. Iz perspektive nastavni-
ka, zbog inicijative predane ucenicima, povecava
se razina nesigurnosti procesa u¢enja — nastavnik
ne moze predvidjeti i unaprijed se pripremiti za sve
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situacije koje ucenici mogu donijeti. Pozicija nas-
tavnika je naizgled izmedu dviju krajnosti, zahtjeva
kurikula da se ostvari predvideno matemati¢ko zna-
nje i zahtjeva istrazivacki utemeljene nastave u kojoj
se novo znanje gradi na prijedlozima ucenika. Ipak,
smatramo da vrijedi pokusati. Ako zbog ni¢eg dru-
gog, onda zbog iskustva provodenja istrazivacki
usmijerene nastave kroz isprobane materijale i mo-
gucnosti donosenja utemeljenih odluka o vlastitoj
nastavi u buducénosti.
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