zanimljiva matematika

Nisu sve ocjene

jednako teske
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AritmetiCka sredina

Jedan od najpoznatijih i naj¢esée koriStenih sta-
tistiCkih alata pri obradi podataka jest aritmeticka
sredina. Ova mjera centralne tendencije Cesto se
naziva i prosjek.

Definicija. Za brojevni niz podataka x, . . . , x, nje-
govom aritmeti¢kom sredinom zovemo broj
X1+x+...+x,

. .

x:

Primjera gdje nam sve koristi aritmeti¢ka sredina
je zaista puno, no najc¢esce je racunanje prosjeka
(ocjena, temperature, visine, cijene, place itd.). Va-
lja istaknuti, kada je rije¢ o ocjenama, kako je ovaj

Predrag Novakovic, Vukovar

Vrlo vazna Cinjenica s kojom smo svakodnevno u dodiru,
ponekad i nesvjesno, jest pridavanje tezine i vrijednosti
razliCitim stvarima, ljudima, osje¢ajima i ostalim Zivotnim
dogadajima. Sasvim je prirodno razli¢ite stvari na razliCite
nacine promatrati, procjenjivati i vrednovati. Razli¢itost
podrazumijeva razliku u barem jednoj osobini, a ¢esto je
potrebno tu razliku i istaknuti.

nacin racunanja konacne ocjene jedan od najrasp-
rostranjenijih kako u nasem obrazovnom sustavu,
tako i u ostalima.

Primjer 1. IzraCunaj prosje¢nu ocjenu sliedec¢ih
ocjena: 4,5,3,2,1,4,415.

Rjesenje: Prema formuli iz definicije aritmeticke
sredine slijedi:

X1 +x2 4+ ... +Xx,

x:
n
44543 +2+14+44+4+5
B 8
28 7
== =_=35
8§ 2

Zaokruzivanjem decimalnog broja dobije se ko-
nacna ocjena 4.

Predrag Novakovi¢, prof. matematike i fizike, Tehnicka Skola Nikole Tesle, Vukovar, predrag.novakovic1507@gmail. com
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TeZinska!

- Doy WiXi

w T

aritmeticka sredina

i—1 Wi

Wi1X1 + Wixy + wixs + woxg + woxs + waxg + wi3x7 + wixg

Kako je naglaSeno u uvodu, po-

Wi+ Wi +wp+wy+wr+wa+ w3+ w3

2442542343243 1+3-441-4+41-5

nekad se pojavljuje potreba za is- =
ticanjem, naglasavanjem ili sup-

8+10+6+6+3+12+4+5 54

24+2424+34+3+3+1+1

rotno — prigusivanjem odredenih =
osobina, pojavnosti ili pak dopri-

nosa odredene jedinice u cjelini.

Mozemo re¢i kako nekim stvarima (¢lanovima ne-
kog skupa) pridajemo manju ili vecu tezinu, odnos-
no vaznost u ovisnosti kako one participiraju u pro-
matranom skupu. Svakako da Zelimo taj poseban
doprinos na ukupnost i procijeniti, kako kvantitativ-
no, tako i kvalitativno.

Kvantitativan ¢e doprinos Ciniti ukupan broj pro-
matranih dogadaja, dok ¢e kvalitativan doprinos
izrazavati ustvari tezinu svakog tog pobrojenog
dogadaja.

Definicija. Tezinska aritmeti¢ka sredina definira se
sliede¢im izrazom

- Dy Wiki
" E?:lwi ’

gdje su vrijednostima xi, ..., x, pridruzeni nene-
gativni brojevi w; zvani tezine (ponderi) [1].

Primjer 2. IzraCunaj prosje¢nu ocjenu sliedec¢ih
ocjena iz prethodnog primjera: 4, 5, 3, 2, 1, 4, 4
i 5. Ocjene su dobivene po sliede¢im elementima
ocjenjivanja s pripadaju¢im tezinama:

1) usvojenost nastavnih sadrzaja (w; = 2) 4,513
2) primjena teorijskih znanja (w, = 3) 2,114
3) aktivnost (w3 = 1) 4i5.

Rjesenje: Primjenom definicije teZinske aritme-
ticke sredine jest:

= — ~3.176.
3-24+3-342-1 17

U ovom je slu¢aju prosjecna ocjena manja nego
u slucaju klasicne ili jednostavne aritmetiCke sre-
dine jer su ocjene sloZene u podskupove razlicitih
vaznosti. Naravno da teZinska prosje¢na ocjena
moze biti i ve¢a od obi¢ne, §to bi se dogodilo kada
bismo vece tezine pridruzili vec¢im ocjenama.

Pretpostavimo li kako nema razli¢itih tezina, odnos-
no sve su tezine iste w; = w = konst, vratamo se
na obic¢nu aritmeti¢ku sredinu:

XW:ZLWW
Z?:lwi
Wi-X]+Wr-Xo+...+Ww,- X,
wir+wr+ ...+ wy,
W-xi+w-x+...4+w-x,
wH+w—H...+w
(et X))
= v

=X.

_ 27:1 Xi

n

Ponderi se mogu koristiti i u slu¢aju medusobno
jednakih tezina podataka ako postoji ponavljanje
pojedinih podataka. U tom je slu¢aju ponder frek-
vencija pojavljivanja podatka. Formula se moze

izraziti i preko relativnih frekvencija p; = —5——:
doim Wi
n
— Zi:l WiX;
Xy = 5
Do Wi
WX w2 - X2 4 Wn * Xn
n n
D Wi Do Wi Do Wi

Lod engleske rijeci weighted — tezinski, a Cesto se koristi i termin vagana ili ponderirana aritmeticka sredina, gdje se pond jo$ naziva i funta.
Prema Weights and Measures Act jedinica pound je mjerna jedinica za masu i iznosi 1 Ib= 0.5359 kg, ali i za silu (1 Ibf definirana kao

tezina 1 Ib).
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zanimljiva matematika

wi w2 W
= X+ T NP a—

Do Wi Z?:l Wi D i1 Wi

=p1-X1+p2-Xo+...+Pu X

>
= - X;.
g i

U primjeru 1 aritmeti¢ku sredinu mozemo prikazati
na sliedeci nacin:

Xn

ocjena 1 2 3 4 5
fre.kvencija 1 11 3 2
ocjene

relativna” 1 1113 2 1
frekvencig ———M —— — - ~ - Z Z = _
pi 1+1+1+3+2 8 8 8 8 8 4

_ n
X = . DitXi
i=1

=Pp1- X1+ P2 X2+ P3 X3+ P4 X4+ Ps5cXs

do —18 °C. Koliko treba dodati tekuc¢ine (—30 °C)
da bi automobil bio zasti¢en na temperaturama do
—24°C?

Rjesenje: Nakon mijesanja tekucina dobit ¢e se
tekucina Cija su svojstva prosje€ne vrijednosti te-
ku¢ina prije mijesanja, Sto se moze zapisati na
nacin:
2:1:1 WiXi
D Wi
3-(—18)+w;y- (=30

34+ wp
Jednostavnim sredivanjem ovog izraza dobije se
Wy = 31

Xy =

Primjer 5. Odredi teziSte (centar masa) sustava
triju tijela sa slike.

] ] 1 3 2
— 14 -.24-.342.44%.5
g ' Tgctg ity Ty m=15 ke ma= 24 ke my= 40 ke
1 2 3 12 10 —~
=4+ + =+ — ©
g 8 8 8 8 tp=3m ARARETAR
1+243+12410 28 7

Primjer 3. U razredu s 24 uCenika je 10 uCenika
¢ija je prosjecna visina 178 cm i 14 ucenica s pro-
sjeCnom visinom 173 cm. Odredi prosje¢nu visinu
razreda.

Rjesenje: Ocito su visine ucenika podatci ¢ija se
aritmetiCka sredina trazi tako da je x; = 178 cm i
x, = 173 cm. No, njihovi doprinosi prosjeku nisu
isti. Ako se doprinosima pridruze njihove tezine, ta-
da je prema definiciji tezinske aritmeti¢ke sredine:

- Doy WiXi
e Do Wi
10178 +14- 173
10+ 14
_ 1780 + 2422 _ 4202 ~ 175 om.
24 24

Primjer 4. U automobilskom se hladnjaku nalazi
3 | rashladne tekuc¢ine (antifriza) koja pruza zastitu

Rjesenje: Ovaj fizikalni primjer zorno prikazuje
smisao tezinske aritmeticke sredine gdje se traZi
aritmeti¢ka sredina jedne veliine (koordinate po-
loZaja) uzimajuéi u obzir razlicite tezine® razlic¢itin
polozaja. Neka je srediSte koordinatnog sustava
(relativno mjesto promatraca) u polozaju tijela ma-
se my. Tada je primjenom definicije tezinske arit-
metiCke sredine:

T iy MiXi

mpxy + mox, + msx3
my + my + my
my - 0 4 maxio + m3(x12 + X23)
my +my +ms3
15-0424-34+40(3+5)

15 +24 + 40
0+ 72+ 320 392
79 79 A6 M

2 Rije¢ tezina ovdje ima zna&enje vaznosti opéenito, a nikako tezine u fizikalnom smislu.
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Odgojno-obrazovni sustavi razvijenih drzava

mi=15kg my=24kg 392 m3=40kg koji bi mogli posluziti kao uzor, ve¢ duze vri-
® N\ YeM™= 9 jeme koriste ovaj nacin obrauna prosjeka
= o/ ;23: Sm ocjena poznatog i kao GPA*. Detaljniji pri-

Excel i tezinska aritmetiCka
sredina

Jednostavniji zadatci, kao $to su primjeri 3, 415, ne
zahtijevaju puno vremena i truda, no za slucajeve
veceg broja podataka i razreda, odnosno teZina,
pozeljno je koristiti nekakve alate, kao npr. jednos-
tavni online kalkulator [4] ili Excel koji nudi ve¢ go-
tovu opciju ili pak mogucénost kreiranja viastite for-
mule.

U programu Excel jednostavnu aritmeti¢ku sredinu
ratunamo s pomocu naredbe Average koja se na-
lazi na alatnoj traci Editing pod znakom sume 2.
Naredba Sumproduct koja se nalazi medu For-
mulama racuna tezinsku aritmeticku sredinu odab-
ranih podataka sukladno dodijeljenim tezinama.

Primjene tezinske
aritmeticke sredine

Prigodom donosenja novog Pravilnika® o uvjetima
i nacinu ostvarivanja prava redovitih studenata na
subvencionirano stanovanje, u svibnju 2017. pred-
loZen je i nije usvojen obradun prosjecne ocjene pri-
mjenom formule tezinske aritmeticke sredine, gdje
su ponderi predstavljali ostvarene ECTS bodove
koji trebaju korelirati sa slozeno$c¢u predmeta.

® https://srednja.hr/studenti/vijesti/promjena-pravilnika-za-ostvarivanje-smjestaja-prosjek-ocjena-se-

obracunava-na-novi-nacin/
4 Grade Point Average

kaz s primjerom moze se pronaci na raznim
online GPA kalkulatorima [3] i [4].

Problem o prosjeku ocjena kao jednostavnoj arit-
metickoj sredini prezentiran u ¢asopisu MiS [2] ko-
rektnije je rjeSiv tezinskom aritmetickom sredinom
gdje bi pondere predstavljao npr. tjedni broj sati
predmeta.

Neke od primjena [5] teZinske aritmetiCke sredi-
ne prikazane su i u gore navedenim primjerima iz
Zivota i ostalih znanstvenih disciplina.
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