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Geometrijski prikaz
Fareyeva niza

Radomir Loncarevi¢, Zagreb

Prikaz racionalnih brojeva na brojevnom pravcu
najcesc¢i je nacin njihove geometrijske interpretacije.
U ovom ¢lanku prikazan je nesto manje poznat
geometrijski prikaz racionalnog broja s pomoc¢u
kruznica, to¢nije Fordovim kruznicama. U nastavku
je prikazana konstrukcija skupa Fordovih kruznica
pomocu Fareyeva niza te su na kraju dani iskazi i
dokazi najvaznijih geometrijskih analogona svojstava
Fareyeva niza.

mjene u rieSavanju linearnih diofantskih jednadzbi
UVOd i aproksimaciji iracionalnih brojeva, a ovdje ¢emo
promatrati njegov geometrijski prikaz.
U Sestom razredu osnovne Skole prvi se put uvodi
pojam racionalnog broja kao broja koji se moze za-

Svojstva Fareyeva niza

pisati u obliku razlomka =, pri ¢emu su brojnik i na-

zivnik iz skupa cijelin brojeva, a nazivnik je razli¢it od

nule. Pojam razlomka usvaja se ranije tijekom pe- Radi lakSeg razumijevanja nastavka, navest ¢emo
tog razreda. Nadalje, tada se i prvi put susre¢emo definiciju i najvaznija svojstva Fareyeva niza obradena
s geometrijskom interpretacijom racionalnog broja u [1].

kao toCke na brojevnom pravcu. Prikaz racionalnih

brojeva na brojevnom je pravcu najcesci i Cesto Definicija 2.1. (Definicija Fareyeva niza) Neka je
jedini nacin kako tijekom obrazovanja geometrijski n € N. Fareyev niz F,, reda n je niz svih racional-

interpretiramo racionalne brojeve. U ovom Clanku

nih brojeva —, gdje su p i q cijeli brojevi takvi da
pokazat ¢emo da se racionalni brojevi mogu ge- / 9% placy /

ometrijski prikazati i s pomocu kruZnica. Prvi takav je0 <p <gq <n,inzd(p,q) = 1, zapisani u
prikaz i opis dao je ameri¢ki matematiCar Lester R. rastu¢em redoslijedu.
Ford u [2] po kome nose naziv Fordove kruznice. U
nastavku ¢emo dokazati nekoliko zanimljivih svoj- Definicija 2.2. (Definicija medijanta) Neka su i
stava Fordovih kruZnica koja predstavljaju geome- ¢ a+ec
trijskevanalogone svojstava Fareyeva niza. U broju p € Q. Razlomak b+ d naziva se medijant razlo-
95 MiS-a bilo je vec rijeci o Fareyevu nizu, iskazana a.c

. e . . . maka — i —.
su i dokazana najvaznija svojstva te prikazane pri- b d

pred. Radomir Loncarevi¢, mag. educ. math. et phys., Fakultet prometnih znanosti, Zagreb, rloncarevic@fpz.hr
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a
Propozicija 2.1. (Svojstvo medijanta) Neka su b
a—+c c

c a c a
- .Ako je — < —, onda je — .
dEQ O/eb<donajeb<b+d<d

Svaki razlomak u Fareyevu nizu F,, osim % i 1T
dobiven je kao medijant svojih susjednih razloma-
ka. Odredivanjem medijanta definiran je i redoslijed
razlomaka u nizu F,,. Opcenito, Fareyev niz F,, do-
biva se raCunanjem medijanta svakih dvaju uzas-
topnih ¢lanova niza F,,— tako dugo dok je nazivnik

dobivenog medijanta maniji od ili jednak n.

Teorem 2.1. (Svojstvo uzastopnih elemenata Fa-
. . ,o..a.c
reyeva niza F,) Racionalni brojevi A i p dva su
uzastopna elementa Fareyeva niza F,, ako i samo

ako je |bc — ad| = 1.

a r ¢

Korolar 2.1. Ako su b s d tri uzastopna elementa
s
r a—+c
Fareyeva niza F,, onda je - = .
Y/ n J s bid

Definicija Fordovih kruznica i
primjeri

Definicija 3.1. Neka su p i g cijeli brojevi takvi da

je nzd(p,q) = 1. KruzZnica C(l—)) sa sredistem u
q

1 1

S(l—), —2> i polumjera r = — naziva se Fordova
q' 2q 2¢?

kruznica.

A
}
5
q

Slika 1. Fordova kruznica C([—))
q

3
Primjer 1. Nacrtajte Fordovu kruznicu C(E)

Rjesenje. Kakojep = 31 g = 2, kruZnica ima

31 1
srediste S(f 7> i polumijer r = 3

278

N w |

Primijetimo iz Definicije 3.1. i Primjera 1 da je y ko-
ordinata sredista Fordove kruznice jednaka iznosu
polumjera. Stoga ¢e se srediSte svake Fordove
kruZnice najaziti iznad x-osi te ¢e svaka Fordova
kruznica C<5 dodirivati x-os u racionalnom broju

E, tj. x-0s Ce biti tangenta svake Fordove kruznice
C(]Z) u tocki (IZ, 0). Nacrtajmo jo$ nekoliko For-
q q

dovih kruznica.

2
Primjer 2. Nacrtajte Fordove kruznice C( — —),

c(3)-€(3)-€(3)-(5)-e(5) 1€(3)

Rjesenje.

U prethodnom primjeru uo¢avamo da nacrtane For-

dove kruznice ili nemaju zajedniCkih toCaka, kao
2

1
na primjer c(—g) i c(g) i se dodiruju u jednoj
1 2
tocki, kao na primjer C(E) i C(§>. U nastavku
¢emo za kruznice koje se dodiruju u jednoj tocki
koristiti termin tangentne kruzZnice. Nadalje, isto ta-
ko mozemo uociti da nema kruznica koje se sijeku

broj 99 / godina 20. / travanj 2019.



u viSe od jedne tocke. Je li to pravilo ili samo izu-
zetak, otkrit éemo u nastavku ¢lanka.

Definicija 3.2. Skupom Fordovih kruZnica, oznake

C,., hazivamo skup svih Fordovih kruZnica polumje-
1

rar> —

2n?

U Primjeru 2 plavom bojom istaknut je skup Fordo-
vih kruznica C3 i to za racionalne brojeve iz seg-
menta [0, 1]. U nastavku &lanka, zbog jednostav-
nosti promatrat ¢emo Fordove kruznice samo za

racionalne brojeve Pe [0,1].
q

Primjer 3. Zaracionalne brojeve iz segmenta [0, 1]
odredite skup Cs i prikaZite ga graficki.

Rjesenje. Primjenom Definicije 3.2. imamo

= {e(®).e()e

| —
B
W=
RS}
N —
W w
[SINS)
Blw
[

PrimjeCujete da skup Cs sadrzi skup Cy4 i kruznice

polumjera r =

2.5%

Opcenito, skup kruznica C,, unija je skupa C,,_1 i

skupa Fordovih kruznica radijusa — R

mnAS

Fordove kruznice i Fareyev niz

Odredimo li Fareyev niz reda 5, dobit ¢emo
01T 112132341
1'574737572°57374’5"1°

UoCavate li vezu izmedu Fareyeva niza Fs i skupa

Fordovih kruznica Cs iz Primjera 3?7 PrimjeCujete

li da za svaki racionalni broj — iz niza Fs postoji

Fordova kruznica C(B>'? Sliede¢om propozici-
q

jom pojasnit ¢emo vezu izmedu Fareyeva niza F), i
skupa Fordovih kruznica C,,.

Propozicija 4.1. Za Fareyev niz F,, i skup Fordovih
kruZnica C,, postoji jedinstveno bijektivno preslika-
vanje f : F,, — C,.

Propozicija 4.1. govori da za svaki racionalni broj
P € F, postoji jedinstvena kruznica C(l—j) e C,
q q

i obrnuto. U sljede¢em primjeru pokazat ¢emo

konstrukciju skupa C,, s pomoc¢u Fareyeva niza F,,
itozan < 4.

Primjer 4. Odredite i grafiCki prikaZite skupove
C, G, G50 Cy.

_0

1
Rjesenje. Za Fareyev nizreda 1, F; = T odre-

1’
dimo i grafiCki prikazemo kruznice C(g) C(T)
(Slika 2a).

—lo

1

1

Slika 2a. Skup C
011
1’21
graficki prikazemo kruznice C(?) C(z) i C( 1)
(Slika 2b).

Za Fareyev nizreda 2, F, = odredimo i
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—lo

Slika 2b. Skup C>

Za Fareyevnizreda 3, F3 = —, =, =, =, — odre-
0 1
dimo i graficki prikazemo kruznice C(T) C(—),

c(%) c(%) iC(%) (Slika 2¢). 3

—lo

Slika 2c. Skup C3

ZaFareyevnizredad Fy = —, —, =, =, 5, — T
0
odredimo i graficki prikazemo kruznice C(—),

c(3). €(3) <(3)- €(5)- <(5) 1 <)

(Slika 2d).

—lo
—_

|
W
Blw

=
W=
)

Slika 2d. Skup Cy4
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0
Na Slici 2a mozemo vidjeti da su kruznice C(T)
1
i C(T) tangentne kruznice. Na Slici 2b istaknuta

1
je kruznica C(E) koja je tangentna s kruznicama
0 1 1
C(T) i C(T) Primijetite da je razlomak 3 ¢lan
niza F, te je dobiven kao medijant uzastopnih raz-

0 1
lomaka 1 i 1 iz niza F,. Na Slici 2c istaknute su
1 2 1
kruznice C(§> i C(§> Primijetite da razlomci 3

i 3 nisu ¢lanovi niza F5, ali su oba dobivena kao
medijanti uzastopnih razlomaka iz niza F,. Razlo-

1 2
mak 3 medijant je razlomaka 1 i > a 3 je medijant

1.1 1
razlomaka 5 [ T Kruznica C(g) tangentna je s

0 1
kruznicama C(T) i C(E) Isto tako je kruznica

2 1 1
C(g) tangentna s kruznicama C(E) i C(T)
Iznesene ¢emo zakljucke u nastavku poopditi i do-

kazati.
Svojstva Fordovih kruznica

U Primjeru 4 ponovno mozemo vidjeti da su For-
dove kruznice ili tangentne ili nemaju zajednickih
toCaka. Sljedeci ¢e teorem nam odgovoriti na ra-
nije postavljeno pitanje, je li to pravilo ili izuzetak,
te postoje li Fordove kruznice koje imaju vise od
jedne zajednicke tocke. U [1] dan je dokaz Teore-
ma 2.1, a ovdje ¢emo iskazati i dokazati njegov
geometrijski analogon.

Teorem 5.1. Fordove kruznice C (g) iC (2) su
tangentne ako i samo ako je |bc — ad| = 1. Ako
dvije Fordove kruznice nisu tangentne, onda one
nemaju zajednickih todaka.

Dokaz. Oznacimo sredista kruznica C(%) i C(%)
redomsasS; iS,. Presjek duzine 1, s kruznicama
oznac¢imo sa A i B te presjek okomice spustene iz
sredista > na x-0s s pravcem povucenim iz sre-

dita ) paralelno s x-osi oznadimo sa S5.
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Slika 3. Geometrijski dokaz tangentnih kruznica

Iz Slike 3 imamo ‘SIS’2 2 - %7

1
—— . Primjenom Pitagorina poucka na pra-

282 202
vokutan trokut 15,55 slijedi

2 _ f_z)2 (L_L)z
15152 _<d p) T\oE e

 (be—ad)* ;1\2 2 4 1\2
T (272) *W*W*(sz)
1 1 \2 (bc—ad)? 4
- (ﬁ * @) &b A2
(be — ad)* — 1

&2b?

)8,

= (|S14] + |BS,|)? +

Ako je |bc—ad|>1, onda je |S1S2|>|S1A|+|BS,|,
)i <(q)
toaka. Akoje |bc—ad| < 1,ondaje bc—ad = 0,

odakle slijedi da je g = 2 , Sto je u suprotnosti

tj. kruznice C b nemaju zajedni¢kih

s pretpostavkom o dvijema razlicitim kruznicama
a c
c(—) ic(—).
b d
Ako je |bc — ad| = 1, onda je |S:1S2] = [S1A] +
|BS,|, $to poviaci da su kruznice C % o<

d
tangentne kruznice. Dokazimo i obrat teorema.

Ako su kruznice tangentne, onda je udaljenost
izmedu sredista kruznica jednaka zbroju radijusa,

1 1
tj. |S152| :2271’2+2T)2' Sada iz jednadZbe 1 slijedi
bc —ad)” — 1
% = 0 odnosno |bc — ad| = 1.

a.c

Korolar 5.1. Ako su b i p dva uzastopna razlomka u
a

Fareyevu nizu F,,, onda su Fordove kruZnice C ( 5)

i C( 2) tangentne u skupu Fordovih kruznica C,,,

m > n.

U sliedecoj propoziciji dokazat ¢emo geometrijski
analogon svojstva medijanta iskazano Propozici-
jom2.1.

Propozicija 5.1. (Svojstvo medijanta za Fordo-
ve kruznice) Ako su C(%) i C(%) tangentne
Fordove kruznice, onda postoji jedinstvena Fordo-

. . a+c L )
va kruznica C(b—) koja je tangentna objema

+d
kruZnicama.
a a+c <
b b+d d

Dokaz. Koriste¢i Teorem 5.1. dovoljno je pokazati
|b(a+c)—a(b+d)| = 1i|c(b+d)—d(a+c)| = 1.
Dokazat ¢emo prvu jednakost, a dokaz druge ide
analogno |b(a + ¢) — a(b + d)| = |ba + bc —
ab — ad| = |bc — ad| pa po Teoremu 5.1. slijedi
|bc — ad| = 1, &ime je tvrdnja dokazana.

Sada mozemo rec¢i da Slika 2a predstavlja geome-
trijski prikaz niza Fy, Slika 2b geometrijski prikaz
niza F,, Slika 2c geometrijski prikaz niza F i Slika
2d geometrijski prikaz Fareyeva niza F4. Opceni-
to, geometrijski prikaz Fareyeva niza F), jest skup
tangentnih Fordovih kruznica C,,.

Za kraj pokazimo da se primjenom Propozicije 5.1.
skup Fordovih kruznica moZe konstruirati na isti
nacin kao Fareyev niz u [1].

mnAS
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Primjer 5. Odredite geometrijski prikaz Fareyeva
niza Fj.

Rjesenje. U Primjeru 3 dan je geometrijski pri-
kaz Fareyeva niza F5s. Primjenom Propozicije 5.1
dobivamo tangentnu kruznicu C(é) kruznicama
C(9> i C(l> te tangentnu kruznicu C(é)
1 5 6
kruZnicama C(%) i C(%) Ostale tangentne
kruznice ovdje ne¢emo odredivati jer nisu iz sku-
pa Ce, kao na primjer C(;) Kruznica C(g) bit
¢e tangentna kruznicama C(%) i C(%) u skupu
C,,n>1T.

Co = {C(

!

(@)

/N N
WIN W= =] O
~— —

Iz prethodnog primjera mozemo uociti da skup For-
dovih kruznica Cg sadrzi viSe informacija nego Fa-
reyev niz

Fo—o 11121323451
671767574?3’572757374?5’671'

Na primjer, iz niza Fg ne mozemo vidjeti postoji i
Fareyev niz reda manjeg od 6 u kojem su racionalni

0.1
brojevi 1 i 1 neko¢ bili uzastopni. No, iz grafi¢kog
0
prikaza skupa Cg vidimo da su kruznice C(T) [

1
C(T) tangentne, Sto povlaci da su racionalni bro-

0 1
jevi 1 i 1 nekada bili uzastopni razlomci. Znamo

dajerije€ o nizu F'y. MoZemo re¢i da skup Fordovih
kruznica Cuva informaciju o uzastopnim racional-
nim brojevima, a samim time vizualizira koncept
medijanta te svojstva Fareyeva niza navedena u

(1].

Zakljucak

U ovom radu pokazali smo da sva navedena svoj-
stva Fareyeva niza u [1] imaju svo] geometrijski
analogon. Geometrijski analogon uzastopnih raz-
lomaka u Fareyevu nizu jesu tangentne Fordove
kruznice. Ako su dvije Fordove kruznice tangentne,
tada najvec¢a Fordova kruznica, koja je tangentna
s obje kruznice, predstavlja geometrijski analogon
svojstva medijanta. Na kraju je zanimljivo primijetiti
da skup Fordovih kruznica kao geometrijski prikaz
Fareyeva niza sadrzi viSe informacija nego sam Fa-
reyev niz. Na primjer, u skupu Fordovih kruznica
mozemo vidjeti koji su racionalni brojevi nekada bi-
li uzastopni tako da provjerimo jesu li odgovarajuce
Fordove kruZnice medusobno tangentne, dok se to
u Fareyevu nizu ne moze provjeriti.

Kako Fordove kruznice predstavljaju vezu izmedu
geometrije i teorije brojeva, samim time su zanim-
liive za znanstvena istrazivanja, a isto tako mogu
posluziti kao dobar izvor informacija za dodatnu
nastavu u osnovnoj i srednjoj Skoli.
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