matematika i racunalo

Igrajmo se GeoGebrom
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Slika 1. Skolski projekt u lll. gimaziji Split “Creating Games and Interactive Fun Activities — Geogebra”

Sa zeljom da uspjesno obiljezimo tjedan europskog programiranja ukljucili smo se u Code
Week, medunarodnu inicijativu koja ima za cilj omoguciti kodiranje i digitalnu pismenost

svima. Kako bismo potaknuli razvoj ne samo digitalnih, nego i matemati¢kin kompetencija,

uz istrazivacki pristup, organizirano je nekoliko radionica GeoGebre za ucenike. Iznimno
ugodno okruzenje kao preduvijet za rad potaknulo je suradnju i stvorilo kreativnu atmosferu za
razvoj projekta izraslog iz ideje matematickih igara u GeoGebri. Naglasak je na istrazivackoj,
problemskoj i projektnoj nastavi uz primjenu racunalnog razmisljanja, te prikaz moguc¢nosti koje
se nude i nastavniku i u¢eniku kroz GeoGebru.

Uvod ili kako je zapocCela nasa
avantura u GeoGebiri

Igrajuci se, otkrila sam ljepote tehnika poduc¢avanja
koje koriste GeoGebru kao alat, a omogu¢uju nam
problem “napasti” iz razli¢itih kutova, koristeci pret-
hodno steCena matematic¢ka znanja (koja su za tu
priliku nerijetko i prosirena) uz razvijene vjestine
programiranja i ratunalnog misljenja. Na prvi po-

Slika 2. U¢enici na radionici demonstriraju racunalnu
) . - verziju djecje japanske igre Amida te verziju na
gled izgleda kao da povezujemo potpuno razli€ite plo&i, na papirnatom modelu valjka i na modelu.

teorije, no uz pomo¢ alata GeoGebre kompleksni
objekti postaju gotovo ftrivijalni.

odrzane na Veceri matematike u organizaciji Split-

Code Week dogadaj prerastao je u Skolski projekt skog matematickog drustva. Temu iz projekta uk-
Igrajmo se GeoGebrom, a dijelove tog projekta lopili smo u radionicu izrade matemati¢kog nakita
prezentirali smo kroz radionice “ucenici ucenicima”, za nadolazece bozi¢ne blagdane.

Julijana Novakovi¢, prof., Ill. gimnazija Split, julijana.novakovic@skole.hr
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Prvi koraci

Metode i oblici rada

Izbor metoda i oblika rada u nastavi bitno je pitanje
pa sam uz tradicionalni pristup poducavanju u ko-
jem je nastavnik prenositelj znanja, a u€enici pasiv-
ni primatelji kombinirala i druge tehnike s ciliem po-
kretanja ucenika u smjeru aktivno-istrazivackog ra-
da na projektu te poticanju kreativnog stvaralastva
i uCenika i nastavnika. Na uvodnim satima kad su
ucenici prvi put vidjeli i koristili GeoGebru poducila
sam ih osnovnim elementima izrade interaktivnih
sadrzaja i postavila izazove. Tako je i zapocela
nasa avantura s GeoGebrom.

Tijekom radionica koristili smo mrezne stranice

GeoGebre te materijale zajednice koje smo proucavali.

UCenici su u€e¢i od drugih shvatili kako ta zajedni-
ca funkcionira ¢ine¢i danas njezin aktivni dio. Una-
prijed planiranim i pripremljenim nizom aktivnos-
ti upoznali su korisni¢ko sucelje GeoGebre, zatim
geometrijske alate, algebarski unos, naredbe, kao

i izbor razlicitih mogucnosti, a sve to kroz njima
poznate razli¢ite matematic¢ke teme koje pruzaju
moguc¢nost upoznavanja ovog bogatog softvera uz
neizostavno samostalno istrazivanje.

Na tom putu izmjenjivali smo uloge nastavnika
i ucenika te zajedno otkrivali nama dotada nes-
luéene mogucnosti “kodiranja” u GeoGebri. U teh-
nike vodenja projekta uklju¢eni su i prakti¢ni radovi
(slika 3) kroz koje ucenici samostalno istrazujuci
(mijenjaju¢i parametre) na geometrijskom prikazu
jasno uocavaju njihovo stvarno znacenje. Uz vizu-
alnu i dinami¢ku predodzbu otkrivali su sustinsko
poimanje problema.

Motiviranost bi zasigurno izostala da smo umjes-
to prakti¢nih radova preuzetih s http://wuw.
geogebra.org Koristili kompleksne analize npr.
Moébiusove trake (vidi sliku 3, izmjena vrijed-
nosti parametara radius, track, width pruza
moguénost vizualiziranja nastalin promijena i tog
ucinka na prikazani objekt). Time je potaknuto kod
uCenika (a i sebe same) otkrivanje novih matema-
tickih znanja i primjenu istih u svrhu rjesavanja pro-
blema.

@
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Slika 3. Prakti¢ni rad preuzet s mreznih stranica GeoGebre “Mobiusove trake”

kroz koji su se u€enici upoznali s parametarski zadanim krivuljama
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Zaigrali smo se naredbom Niz

NiSta se ne moze usporediti s ligpotom GeoGebrine sintakse. Dali smo si truda da vas uvjerimo (u slu¢aju
da ne dijelimo mislienje) u to. Krenut ¢u od najviSe (misli se na ovaj projekt) koristene naredbe Niz, koja je
u nasim sluc¢ajevima nudila elegantna rieSenja kao $to su: postavljanje broja igraca ili ukraSavanje boZzi¢nog

drvca.

Naredba Niz[<izraz>,<varijabla i>,<poletna vrijednost a>,<krajnja vrijednost b>,
<korak povecanja>] koristi se kad Zelimo stvoriti listu objekata dobivenih iz danog izraza upotrebom
indeksa i koji se mijenja na intervalu od a@ do b s danim korakom povecanja.

Ly = Niz(i,i, 1,5,1)

- {1, 2, 3, 4, 5}

Ly = Niz(5',i,1,5,1)

= 15, 28, 125, 625, 3125}

=N

pot=1)

for i in range(l,6):
pot.append (i)

print (pot)

Slika 4. Stvori se niz brojeva od 1 do 5 — GeoGebrin kod i Pythonov kéd.

=N

s=5

pot=[]

for i in range(l,4):
for j in range(l,i):

s=s*s

pot.append (s)
s=5

print (pot)

Slika 5. Stvore se potencije broja 5 — Geogebrin kéd i Pythonov kod

Ova definicija naredbe nedvojbeno podsje¢a na
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Slika 6. Uc¢eni¢ki rad: Podjela kruznice na n to¢aka

Moguénosti geometrijskog prikaza sadrzaja nizova
potaknule su nase ucenike na eksperimentiranje s
njima.

Koliko smo odusevljeni lakocom koriStenja, progra-
merskim rje€nikom re¢eno “ugnijezdenih for pet-
lji”, zamalo smo sve poopcili i zakljucili da se nared-
ba Niz krije u rjesenju skoro pa svakog problema.
Ostale su otvorene moguénosti eksperimentiranja
s presjekom parametarskih krivulja $to nas obvezu-
je na nastavak ovog projekta i na sljede¢u Skolsku
godinu.

NaredbaNiz (KruZnica(Element (kruznaSre-
dista,i),radijus,x0OyRavnina), i, 1,
Duljina(kruznaSredista)) stvara niz kruzni-
ca koje su prikazane na slici 7.

broj 97 / godina 20. / prosinac 2018.



= Niz (Kruznica (Element ista, ).
radijus, xOyR: +i, 1, Duljina i )

L= = e

Slika 7. Kruznice na valjku koriste se za
postavljanje “precki” iz igre Amida

tockelgraci = Niz (Niz (Sjeciste (Element (duzinelgraci. i) .
Element (kruzniceRazine, j)) .i, 1. Duljina (duzi 1)) .j. 1. Duljina (kn
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Slika 8. Naredba Niz omogucéava korisniku da postavi
broj igraca proizvoljno, tvoreci vertikale iz igre Amida

Njihov broj ovisi o vrijednosti kliza¢a kruznice, a
konstruirane su s pomoc¢u elemenata niza kruz-
naSredista kao sredista te polumjerima kao vri-
jednostima klizaa radijus, a usporedne su s
x0OyRavninom.

Elementi niza kruznaSredista su toCke na z-osi
smjestene izmedu to¢aka A | B (duZina AB je os
valjka), a konstruirane su naredbom: Niz (A+r (B-

1 ’ Voo
A),r,0,1, Kruznicer ). Na ovaj nacin izmedu

A i B dobit ¢emo tocno onoliko sredista koliko
zelimo kruznica konstruirati.

Ovaj model valjka sluzi za izradu geogebra verzije
djeCje japanske igre Amida o ¢emu viSe mozete
procitati u sliede¢em poglaviju.

Od ideje do realizacije
ili Sto smo napravili?

Datoteke s radovimai prate¢e knjige (dodatne Geo-
Gebra datoteke, web-stranice s apletom, datote-
ke sa slikama) su dostupne online na http://
www . geogebra. org nakorisni¢kim raCunima auto-
ra. Njihova imena su spomenuta u sljede¢im pog-
lavljima.
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Slika 9. Nizom rotacija kreirane su kuglice na boru
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DjeCja japanska igra Amida

O ovoj igri pisao je nas uvazeni akademik Viadimir
Devidé u svoj knjizi “Cudesna matematika” gdje
smo i pronasli inspiraciju za na$ projekt.

Igra je popularna i igra se medu djecom u Japa-
nu kada zele podijeliti neke predmete medu so-
bom. Ako u igri sudjeluje Sestoro djece (na slici 10
oznacili smo samo pocetno slovo njihovih imena
radi jednostavnosti prikaza) na listu papira nacrta
se Sest vertikalnih, usporednih duZina. Na vrho-
vima se upiSu imena igraca (na slici 10 to su: a,
b, ¢, d, e, f) u bilo kojem rasporedu, abecedno u
nasem slucaju. Na dnu se napiSu imena predme-
ta koje dijele izmedu sebe igraci (u naSem slucaju
to su brojevi koji predstavljaju oznaku predmeta) i
takoder u bilo kojem poretku (U naSem primjeru to
je rastuéi niz brojeva). Svaki sudionik igre ucrta-
va nekoliko vodoravnih linija “precki” koje spajaju
dvije susjedne vertikale i moze ih ucrtati koliko Zeli
uz ograni¢enje da se nikoje dvije vertikalne linije

@bcdef

—-— Igradi:

a-Antica
b - Boris
c-Cico

d - Darko
[ ] e -Edo

f - Fabijan

Predmeti:

1 -olovka

2 -gumica

3 - knjiga

4 - jabuka

5 - Cokolada

6 - kino ulaznica

Slika 10. Djecja japanska igra Amida

Slika 11. Igra Amida na plastu valika i na Moubisovoj
traci — raspodijela je jedinstvena (uvjerite se)

ne smiju nastavljati jedna na drugu horizontalno
tj. nemaju zajedni¢ku pocetnu/krajnju tocku.

Kako odrediti §to je koga zapalo? Slijedeci pra-
vila igre raspodjela je jedinstvena, i nikada se ne
moze dogoditi da dva igraca dobiju isti predmet.
Ako vam se to dogodi, dobro pogledajte gdje ste
propustili slijediti pravila igre.

Pravilo glasi: da bi do$ao do svog predmeta sva-
ki igra¢ krene niz svoju vertikalu do prve “precke”
pa s njom prijede na sljedecu vertikalu i niz nju se
spusta do sljedece “precke” pa opet prede na slje-
decu vertikalu itd. sve dok ne stigne na donji kraj
neke vertikale gdje se nalazi predmet koji mu pripa-
da. Slika 10 predstavlja raspodijelu tako da je svaki
igra¢ dobio svoju boju radi lak§eg uocavanja.

Matematika igre Amida

Raspored sa slike 10 zapisat ¢emo na sliedeci
nacin:

abcdef . abcdef

123456 312465)°
Citajuéi prethodni zapis igra& “a” dobio je predmet
“3", igra¢ “b” predmet “1", igra¢ “c” predmet “2”,

igra¢ “d” predmet “4”, igra€ “e” predmet “6”", a ig-
ra¢ “f” predmet “5”.

Nista se bitno ne¢e promijeniti ako i skup igraca
(a,b,c,d.e,f) oznacimo sa (1,2,3,4,5,6,). Tako dola-

zimo do zapisa
123456
312465

broj 97 / godina 20. / prosinac 2018.
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Slika 12. Demo verzija igre Amida u ravnini pokrece se klikom na gumb “kreni”. Tada svaki sob
po pravilima igre kre¢e do svog slatkiSa. Putanja po kojoj se sobovi kre¢u odredena je pravilima
igre, a predstavlja razlomljenu crtu u GeoGebri. (Autor igrice: Andrija Radica.)

Slika 13. Jedan od koraka u izradi
GeoGebrine verzije igre Amida na plastu valjka.

koji predstavlja jednu permutaciju skupa eleme-
nata (1,2,3,4,5,6) pa raspodjela predmeta odgo-
vara nekoj permutaciji skupa (1,2,3,4,5,6). Ako
nacinimo neku izmjenu u prethodnoj raspodijeli,
npr. obriSemo neku precku, to ¢e odgovarati no-
voj permutaciji skupa (1,2,3,4,5,6). Ukupan broj
ishoda igre jednak je broju permutacija skupa od
6 elemenata (6! = 6-5-4-3-2-1), u primjeru

sa slike 10. Ako imate vremena, namijestite preCke
tako da dobijete sve mogucénosti raspodiele.

Ako je raspodjela predmeta medu igracima permu-
tacija, $to je onda njena inverzna permutacija? Pro-
motrimo obrnut postupak pa “krenemo” od pred-
meta prema pravilima igre “kre¢u¢i” se prema go-
re. Zaklju¢ujemo da raspodijela ostaje ista, a zapis

312465 o .
(1 5345 6) predstavlja inverznu permutaciju

gdje gornji brojevi predstavljaju predmete.

Kompozicija permutacija

123456 . 312465\ (123456
312465 123456) \ 123456 )"

Ako “stanemo” na bilo koju pre¢ku i “krenemo”
ulijevo ili udesno, dovoljno je na slici 10 samo pratiti
boje i dobit ¢emo putove dvaju sudionika. Svaka
“precka” prijede se to¢no dva puta. To vidimo i na
slici 10 jer su prisutne po dvije boje na svakoj precki
(ne racuna se crna jer to nije boja igraca).

Nakon upoznavanja s igrom, zapoceli smo dalj-
nje istrazivanje koje nas je (i jo$ uvijek traje) vodilo
matematickim bespuc¢ima s GeoGebrom. Hrabro
smo krenuli u izazove koje je u gore spomenutoj
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knjizi akademik Devidé iznio, pa smo nakon §to dar. Evo kratke upute izrade boZi¢nog drvca uz

smo dokazali da podjela prema Amidi funkcionira i neizostavnu naredbu Niz.

na plastu valjka te na Mébiusovoj traci, krenuli sve

to i realizirati u GeoGebri s krajnjim ciljem potpune Nakon stvaranja vektora vrijednosti 1 u smjeru osi

automatizacije istih. Z, s obzirom na tocku A definirane su zavisne tocke
koristenjem istog. Presjekom ravnina usporednih s

S radionice “uéenici za utenike” osnovnom ravninom odredenom osima x i y, defi-

niran je presjek ve¢ napravljenim stoscem i preko
dobivenih tocaka kreirani su manji stosci. Pritom
se nije brisao originalni stoZzac. Deblo drvca pred-
stavljeno je valjkom.

3D bozi¢no drvce (autor: Antonia Bartulovic)

Nasa avantura u GeoGebri obojila je novogodisnje
praznike kreativnoS$¢u ucenice Antonije Bartulovi¢
koja je ovom prilikom oslobaodila i svoj umjetnicki
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Slika 15. Zahvaljuju¢i ve¢ spomenutoj naredbi Niz spojen je vrh drvca nizom tocaka
rotiranih za kut o, te dizajnirane duzine da odiSu bozi¢nim ugodajem.
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Bozi¢no drvce (autor: Roko Loli¢)

Obrisi bora u snjeznoj 2D kugli napravljeni su s
pomocéu grafa eksponencijalne funkcile g(x) =
2"(x 4+ 1) ogranitene (ovdje izmedu —1i0) te zr-
caljene po osi y. Travica je dio grafa sinus funkcije
niske amplitude, svjetlozelene boje i velikog peri-
oda (f2(x) = abs(0.1 % sin(50x)) — 4.5). Takoder
su ubaceni dijelovi grafova trigonometrijskih funk-
cija za vrpce oko bora. A Secer na kraju su pahu-
liice, Cije se koordinate mogu mijenjati koristenjem
klizaCa. Za zainteresirane sve je dostupno na ge-
ogebra.org.

Umijesto zakljucka

Matematika je jedna od rijetkih, ako ne i jedina, za
koju vjerujemo da se u njoj covjek ne moze ra-
zoCarati. Jer ¢ovjek se sigurno moZe razoCarati u
nekoj ideologiji, u nekoj od novijih religija koje sad
bujaju ili u program neke politicke stranke. MoZe
se takoder razocCarati u prijatelja, u ljubavi i u ko-
jecemu. .. MoZda se moZe razocarati i u nekom
matematiCaru ili matematiCarki, ali vieruiem da se
u matematici kao znanosti ne moZe razocarati. U
izgradnji matematickih teorija i u dokazivanju poje-
dinih matematickih teorema ima toliko ljepote i ele-
gancije, toliko spretnih, lijepih konstrukcija te mi se
¢ini nemoguéim da bi se covjek mogao u tome ra-

Slika 16. Snjezna kugla

zoCarati, bar tako dugo dok mu mozak radi. Mislim
da matematika ostaje granitni stup za koji se Covjek
moZe uhvatiti kao za nesto sigurno i trajno kada se
sve oko njega rusi.

Vladimir Devidé
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Slika 17. Skolski tim GeoGebre: udenici Antonia Bartulovié i Darko Vujica,

profesorice Deana Boksic i Julijana Novakovi¢, te ucenik Andrija Radica
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