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	� ����� �	�� � �����	� ���	� ����� ��� �(x, y) = (3, 6)�
� ��	� ��	� (x, y) = (3 + 2k, 6 + 5k), k ∈ Z�

����� '( > ��������0� 	�� �� ���	� ����� 2y−3x=4�

���	������ ,��� ��� ��
 � ����� �	�� ���	� ����� 2y −
3x = 1�,�
 ��	�
 *����
 � /�)
 � 
 � �� � �

x
y
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����� 
 � �� ��
x
y

=
1
2

������ �� (x, y) = (1, 2) � � ��

����� �	� ����� �	�� ���	� �����2y−3x = 1�#�	� ��	�

����� �	�� 	� �� �� �� �� ��� ���	� �� �� (4+2k, 8+3k)�
k ∈ Z�

����� 8( > ������ ��0� 	�� �� ���	� ����� 4y−x=2�

���	������ � � H
 � � � ������ �	� ����� �	�� ���	� �����

4y − x = 1� ,�
 ��	�
 *����
 � /�) 
 � 
 �

�� � �
1
4


y
x

��� ��� � ��� 	� �� ���
 �� � 	��

F4� "� F4 ����� 
 � �� ��
y
x

=
1
3

� ����� ��

(x, y) = (3, 1) � � ������ �	� ����� �	�� ���	� �����

4y − x = 1. #�	� ��	� ����� �	�� � �����	� ���	� �����

(x, y) = (6 + 4k, 2 + k)�k ∈ Z�
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��� ��� ��� � ������ ������ � �� 	�� �	�� �	� ��0� 	�� ��

���	� ��������� �1$�
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���/� 2(&( -� ������� ����	����) ���������

�	��� ������ ������� ���	������� ��������) ��$

"������) ������	��� ����� . � ���
� /���0��� ��$

���

1� -��� �� a, b > 0 � n = 1�

�2 A�� �� a < b��	�� � 9 � ��J��� 	�� Fb ��� ��
 �

�� ���
 � �
y
x

�� �� � �� � �
y
x


a
b

��� ��� � ��� 	�

���
 �	�� 	�� Fb� A�� �� ��
y0

x0
, �	�� �� � � ��

����� �	� ����� �	�� (x, y) = (x0, y0), � ��	� ��	�

����� �	�� ���	� ����� (x0 + bk, y0 + ak)�k ∈ Z�

�2 �� �� a > b� ��� � /���0��� ���� Fa ���	���

�������
x
y
����� �� ��

b
a
�
x
y
��� �������� ���$

����� ���� Fa� �� �� �
x0

y0
� ��� �� �����������

���	����� (x, y) = (x0, y0)� � ���	
� ���	�����
������	��� (x0 + bk, y0 + ak)� k ∈ Z�

3� -��� �� a, b < 0 � n = 1�

�2 �� �� a < b� ��� � /���0��� ���� F|a| ���	���

�������
x
y
����� �� ��

x
y
�

b
a
��� ��������

�������� ���� F|a|� �� �� �
x0

y0
� ��� �� ���$

�������� ���	����� (x, y) = (x0, y0)� � ���	
�
���	����� ������	��� (x0 + bk, y0 + ak)� k ∈ Z�

�2 �� �� a > b� ��� � /���0��� ���� F|b| ���	���

�������
y
x
����� �� ��

a
b
�

y
x
��� ��������

�������� ���� F|b|� �� �� �
y0

x0
� ��� �� ���$

�������� ���	����� (x, y) = (x0, y0)� � ���	
�
���	����� ������	��� (x0 + bk, y0 + ak)� k ∈ Z�

.� �� �� n �= 1� ��� ����� ���	��� ����������$
� ���	����� ������ �� ������	��� � ��� �� n =
1 �� �� ���	
� ���	����� (nx0 + bk, ny0 + ak)�

�� �� nzd(a, b, n) = d� ������	��� �������� �� d
� ���������� ����)�� ������ ��������

� ���
 �� �� 	�� � ��
 � ��� 	������ �a < 0�b > 0 

a > 0�b < 0�* � �� � ������� ��� ������ � � ������	��
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� $ 3x − y = 5

�$ −4x + 5y = 3

�$ 14y − 4x = 6�

���� +!�������	�
� ���	�����( *��
���

� ���
 ����� �� � � �  ��
 � � �� ��� � � ���
 �� ��

�� 	�� ��	� �	���� 
 ���� � ��	�  �� � ����
 � ���

������ �� �� �� � ����	��������� ��� 9 � ��J��
 	�

��
 � � ��� �� �� 	�� ��	� �� 	���� x � 	����� ��

〈 0, 1〉�4� �� �� ��� ��� 	���������
0
1

< x <
1
1

�

,��	� H�
 � ������� ��
0
1


1
1

� �� �� ��
1
2

� ,�����	

	����� ��� � � �� � �������	 	� ��� � ��	����� ��〈
0
1
,
1
2

〉


〈
1
2
,
1
1

〉
� !��� x 	� �� ��� � ���	�


�� �� ��� �� � ��	����� �� �� � ��	�� �� � 
 ��� �
 � x
� ������ �� �� �� ��	����� ��� �� ��� � � ��� ���	�� ��$

������ � � 	� � �� ���� �� � � ����
 � ��� ������ �� �� ��

� ����	����,�� � ����	���  �� �� ����� 
 ���� ��

	� ��	� �������� 
 � 	��� ����	� � ���� 9 � ��J���

	�� Fn�

����� &%( ? ������ � � ����
 � ��� �����
1√
7
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��J��
 	��
 ���� D

&( 200 $( 10 000�

�� � �
 � � �� ���	� �� ����� 
 �

1√
7

= 0.3779644730092272 . . .

���	������ � ��� �� x =
1√
7

� ,�
 ��	
 � ����

�� � � 	� �� ��� � ��

&(0
1

< x <
1
1
⇒ 0

1
< x <

1
2
⇒ 1

3
< x <

1
2

⇒ 1
3

< x <
2
5
⇒ . . . ⇒ 17

45
< x <

31
82

⇒ 48
127

< x <
31
82

⇒ 48
127

< x <
79
209

,����� � � �� ���� � �� 
 � ��� �� 	� ��	� � ������	���

�������� �� ��� /22�� � ������ �����	� � � �����


 � ��� �� �� 	�� ����� �� �� ���
 � �

48
127

= 0.3779527559055118 . . .

���



����� ��!� " "#� $����"

$( � � � �� ���� 
 � � �� ��� � ��

48
127

< x <
127
336

⇒ . . . ⇒ 271
717

< x <
494
1307

⇒ 765
2024

< x <
494
1307

⇒ 765
2024

< x <
1259
3331

⇒ . . .
765
2024

< x <
2789
7379

⇒ 765
2024

< x <
3554
9403

,����� � � � � �� ���� � �� ��� �	� ��	� ������ ��� ��$

������ �� �� ��� 10 000�� � ������ � � ����
 � ���

�� �� 	�� ����� ��� �

3554
9403

= 0.3779644794214612 . . .
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1
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4� ��� � �� �� � �� �� � ���� �� �  ��
 � �����
 ���

	� 
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 � �� �

9 ��		� ���� 	� �� 	�� �������	�
 ���� ���
 �n =
�n−2 + �n−1, n ≥ 3����� �� �1 = 1 �2 = 1 � �

� � ���� 	��	��

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .

-�3/����� $(&( 9 ��		� ���� �� ���
 � � ��3	�� 	��

�� � �
 ��� ���� 	��� 9 ��		� ������ 	��
�n

�n+2
, ����

�� n ≥ 1�� � 9 ��		� ����� �� ���
 � ��

1
2
,
1
3
,
2
5
,
3
8
,

5
13

, . . . ,
�n

�n+2
,
�n+1

�n+3
, . . .
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 ���� � ��� � �
�n

�n+2

�n+1

�n+3
��� � ��� 	�� ���
 �
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 � �� 	�

�� �� � � � 	� �� � �� ��
 � ������� �� ������ �  ��
 �

|bc − ad| = 1�%��� � � �����
 � 
 � ��
 � �����


	������
 �

4� n = 1 
 � 
 �

|�3 · �2 − �1 · �4| = |2 · 1 − 1 · 3| = 1.

,���� �� �� �
 � �� ����	�� ������� n ∈ N� ���

|�n+2 · �n+1 − �n · �n+3| = 1�

,������
 � �� ����	�� ������� n + 1 ∈ N�

|�n+3 · �n+2 − �n+1 · �n+4|
=|(�n + �n+1)�n+3 − �n+1(�n+2 + �n+3)|
=|�n�n+3 − �n+1�n+2| = 1

����� ����	�� ������� � �� � ����	� ������� n�

= 9� 2� #� G � #
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