Josip Kilicinovi¢, Zagreb

U osmom se razredu osnovne
Skole iz matematike obraduje
gradivo (drugog) korijena.
Naravno, korijeni kvadrata se
nauce napamet, a oni ostali se
racunaju uz pomo¢ kalkulatora.
Sli¢no se radi i u prvom razredu
srednje Skole, uz to §to se tad
obraduju i korijeni viSeg reda te
zapis korijena kao potencije s
racionalnim eksponentom.

S

Priblizno
racunanje korijena

2 RN Sy

Zgodno je prikazati neke metode pribliznog ra¢unanja (ne “vadenja”!) korijena na dodatnoj
nastavi. Neke jednostavnije metode primjerene su ¢ak i za redovitu nastavu. U ovom ¢&e
Clanku biti prikazane tri jednostavne metode koje ucenici mogu shvatiti ve¢ i u 8. razredu

osnovne Skole.

Metoda profinjenja
(ili metoda sendvica)

Kod ove se metode radi o tome da profinjujemo re-
zultat do to€nosti koju sami Zelimo na na¢in da ga
“sti§¢emo” izmedu dvaju brojeva sve dok nismo za-
dovoljni to¢nos¢u. Cijeli dio rezultata odredujemo
promatrajuci prvi manji broj koji se moze “lijepo”
korjenovati. Potom profinjujemo znamenku po zna-
menku, pocevsi od znamenke desetinke.

Primjer 1. IzraCunaj v/ 10.

Znamo da vrijedi V9 < V10 < V16 pa onda
vrijedii 3 < /10 < 4. Dakle, prva je znamenka 3.
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Izratunamo sada kvadrate svih brojeva oblika 3.a
gdje je 0 < a < 9ito zapiSemo u tablicu.

x 3 31 32 33 34 35
X 9 961 1024 1089 1156 12.25

x 36 3.7 3.8 39 4

x¥® 1296 1369 14.44 1521 16
Iz tablice vidimo da vrijedi
3.1 <v10 < 3.2.

Sada trazimo stotinke takoder koristec¢i se tablicom
(zbog jednostavnosti ¢emo kvadrate ubuduce za-
okruzivati na tri decimalna mjesta):
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3.1 3.1 3.12 313 314 3.15

9.61 9672 9734 9798 9.86 9.922

3.16  3.17 3.18 3.19 3.2
9.986 10.049 10.112 10.176 10.24

Iz tablice vidimo da vrijedi

3.16 < V10 < 3.17.

Analogno trazimo znamenku tisucinke:

3.16 3.161 3.162 3.163 3.164 3.165
9.986 9.991 9.998 10.005 10.011 10.0173

3.166 3.167 3.168 3.169 3.17
10.024 10.08 10.036 10.043 10.049

Iz tablice zaklju¢ujemo da vrijedi

3.162 < v10 < 3.163.

Nastavimo li postupak, u sliede¢em bismo koraku
dobili 3.1622 < /10 < 3.1623. Na ovaj smo
nadin izratunali v/10 s tonoéu od &etiri deci-
malna mjesta. Izradun kalkulatorom daje v/10 =~
3.16227766.

Naravno, tablice nismo morali popunjavati do kra-
ja. Mogli smo stati kad bismo vidjeli da je kva-
drat preSao broj 10. Takoder smo mogli meto-
dom polovljenja intervala odrediti trazenu znamen-
ku. Na primjer, za znamenku desetinku mozemo
vidjeti da je 3.5 = 12.25 8o je preko 10 (8to
znacida je 3 < V10 < 3.5), a potom izracunati
3.3% = 10.89, i tako dalje dok ne odredimo zna-
menku desetinku.

Metoda kvadriranja binoma

Ova je metoda jako jednostavna, ali ¢e dati nesto
grublju aproksimaciju od prethodne metode. Naj-
bolje ju je predstaviti kroz dva primjera.

Primjer 2. IzraCunaj v/28.

Vrijedi v/25 < /28 < /36 pa zakljuéujemo da
je5 < /28 < 6. Kako je broj 28 blize broju 25
nego broju 36, pisat ¢emo V28 =5 +x, gdje je
0<x<1.

Kvadrirajmo danu jednakost:

28 = (5+x)°
28 = 25 + 10x + x°.
Kako je 0 < x < 1, slijedi da ¢e biti 0 < x* < x.

Stoga éemo zanemariti x* te dobijemo linearnu jed-
nadzbu

28 =25+ 10x
10x=3
3
X= 15
- , 3 53
Zaklju¢ujemo da je v/28 ~ 5 + 0510~ 5.3.

RacCunajuc¢i na kalkulatoru, vidimo da je
V28 =~ 5.291502622.

U prakticne svrhe, sasvim zadovoljavaju¢a aprok-
simacijal

Primjer 3. IzraCunaj v/46.

Vrijedi V36 < V46 < /49 pa zakljucujemo
6 < V46 < 7. Kako je broj 46 blize broju 49
nego broju 36, pisat ¢emo VA6 =7 —x, gdje je
0<x<l1.

Analognim postupkom kao u prethodnom prim-

13—4, odnosno V46 =~

I ~ 6.78571. Racunaju¢i kalkulatorom, dobije-

mo V46 =~ 6.78233 pa vidimo da je ovo jedna
aproksimacija s to¢no$éu 1072

jeru, dobit ¢emo x =

Zasto smo u oba primjera birali zapis riesenja u
ovisnosti o blizini prvog manjeg, odnosno veceg
korijena? Da smo uzeli obrnuto (u 2. primjeru

broj 94 / godina 19. / travanj 2018.



V28 =6 — x, u 3. primjeru v/46 = 6 + x), aprok-
simacija bi nam bila logija jer je x> u tim radunima
bio vedi od x? u radunima u primjerima.

Zanimljivo je da su ovu metodu poznavali Babilonci
prije ¢ak 3500 godina, a Indijci su je imali zapisanu
u jednoj od svetih knjiga (Sulba Sutra ili Sulbastra
Su sutre s uputstvima za Srauta ritual i konstrukci-
ju plamenog oltara). | jedni i drugi* su se koristili

b
formulom N = Va> £b~a+ o
a

Ipak, pri radu s uéenicima bolje je pokazati metodu
kvadriranja binoma, a ne babilonsku ili indijsku go-
tovu formulu, jer se upravo ta metoda moze iskoris-
titi za upoznavanje s pojmom priblizno racunanje,
kao i objasenjenje u kojem je dijelu i zasto egzaktan
racun postao priblizan racun.

Heronova metoda
(ili metoda povrsine kvadrata)

Ova se metoda temelji na geometrijskoj interp-
retaciji kvadrata broja. Odnosno, temelji se na
odredivanju duljine stranice a kvadrata kojemu zna-
mo povrsinu P. Pritom ustvari formiramo niz pravo-
kutnika od kojih svi aproksimiraju danu povrsinu.

Prvo sto moramo utvrditi jest izmedu kojih se cije-
lih brojeva nalazi trazeni rezultat, odnosno, koji je
cijeli dio trazenog rezultata. Nazovimo taj broj x.
Tad je duljina druge stranice pravokutnika kojemu
je povrSina P jednaka yp = —. Modificirajmo sa-
Xo
da malo taj pravokutnik tako da mu malo smanjimo
jednu stranicu, a malo pove¢amo drugu stranicu.
To je najlakse napraviti tako da za jednu stranicu

Xo + Yo

raCunamo aritmeti¢ku sredinux; = ,adru-

P
gu stranicu racunamo y; = —. Taj postupak pri-
X1

mijenjujemo dok ne dodemo do zadovoljavajuceg
rezultata. Za rezultat ¢emo uzeti y,,.

Ovaj je algoritam zgodno za prikazati u tabli¢nom
obliku. Pokazimo to na primjeru.

Primjer 4. IzraCunaj v/ 71.

Trazimo, dakle, duljinu stranice kvadrata Cija je po-
vr§ina jednaka 71. Prikazimo tabli¢no prethodno
opisani algoritam.

Odredimo pocetnu aproksimaciju. Kako je 8 <

V71 < 9, uzimamo da je xo = 8 te raCunamo

71

n Xn Yn
P 1
0 8 e 7— = 8.875
X0 8
Xo + Yo P 71
1 ———— =18.4375 — = ——— =~ 8.41481
X1 8.4375
X1 +y1 P 71
2 ——~8.426155 —=—""—~~8.426145
2 x,  8.426155

Kako je mala razlika izmedu x; i y,, mozemo za-
kljuciti da se traZeni rezultat nalazi izmedu tih dvaju
broja te pisemo V71 ~ 8.426145. Koridtenjem
kalkulatora saznajemo \/7_1 ~ 8.42614977 pa za-
kljucujemo da smo dobili dovoljno dobru aproksi-
maciju.

Primijetimo da smo ovom metodom jako brzo dosli
do toga da nam se x,, i pripadni y,, malo razlikuju.

Zgodno je ovaj zadatak napraviti i na nastavi in-
formatike pri obradi programa tabli¢nih proracuna
(npr, MS Excel, OO Calc, GeoGebra) kad se
obraduije koristenje formula i relativno kopiranje for-
mula uz fiksiranje jednog polja u formuli. Osim
toga, ova se metoda moze koristiti i u nastavi prog-
ramiranja u bilo kojem programskom jeziku kad se
obraduju petlje, s tim da tad moramo zadati i ko-
ju toCnost cemo smatrati prihvatljivom (na primjer,
10731l 1073).

* S obzirom na to da je prva od nekoliko Sulbasiitra pisana nekoliko stotina godina nakon $to su Babilonci koristili tu formulu, logi¢no je

pretpostaviti da su Indijci preuzeli formulu od Babilonaca.
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Korijeni viseg reda

Svaka od opisanih metoda moze se koristiti i za
raGunanje vrijednosti korijena viSeg reda. Pri tome
treba uzeti u obzir odredene promjene.

Na primjer, metoda kvadriranja binoma postat ¢e
metoda kubiranja binoma. Primjenjuju¢i tu meto-
du zanemarit ¢e se &ak dva ¢lana (koji sadrze x? i
x%), &ime ée i dobivena aproksimacija biti logija. Ta
se metoda moZe pokazati uenicima u 1. razredu
SS nakon obrade kuba binoma. Korijene Cetvrtog i
viSeg reda bi se moglo tek u 4. razredu SS nakon
§to obrade binomni poucak. Alii dalje se mora vo-
diti raCuna da je za korijene viseg reda ova metoda
jako nepouzdana.

Heronovu metodu takoder se moze poopciti i ko-
ristiti za raCunanje kubnog korijena. Na primjer,
za raCunanje treceg korijena zamislimo da ima-
mo kocku zadanog volumena te trazimo duljinu
brida. Pritom formiramo niz kvadara na slican
nacin kao u opisanoj metodi, s tim da ¢e se u
svakoj aproksimaciji n > 0 uzeti da je x, =
Xn—1 +yn—1 +Zn—l Vv

3 XnYn
a pocetnu vrijednost za xy odredujemo na analo-
gan nacin kao i u Heronovoj metodi za ra¢unanje
drugog korijena.

y Yn = Xny n =

Neke druge metode

Ucenici koji ¢e jednog dana studirati matematiku
ili neki tehnicki fakultet, imat ¢e kolegij Numericka
matematika. Na tom se kolegiju obraduju jo$ ne-
ke metode uz pomo¢ kojih se moze odrediti pri-
blizna vrijednost korijena. Na primjer, metoda re-
gula falsi, Newtonova metoda (metoda tangenti) —
0 kojoj se vise moze procitati u [2], metoda se-
kante, itd. Zapravo, neke od tih metoda mogu se
obraditi na dodatnoj nastavi matematike u 4. raz-
redu nakon obradivanja derivacija. Pritom se za-
datak odredivanja priblizne vrijednosti korijena svo-
di na zadatak: Odredi pozitivnu nul-to¢ku funkcije
f (x) = x> — a. Sve se te metode iz numericke

matematike koriste u racunalstvu te upravo tim me-
todama racunalo odreduje pribliznu vrijednost ko-
rijena.

Zadatak pribliznog odredivanje vrijednosti korijena
moze biti lijep primjer da zainteresiramo ucenike za
prou¢avanje matematike i programiranja u svrhu
nastave matematike.
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