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Binomni teorem obradujemo u Cetvrtom
razredu gimnazije u sklopu cjeline Brojevi,
zanemarujuci vezu s kombinatorikom.
UdZbenici nam predlazu da binomni te-
orem obradimo tako da uvedemo binomni
koeficijent, prou€imo svojstva, zapiSemo
binomne koeficijente u trokut pozivajuci se
na Pascala pa uoc¢imo zgodno svojstvo
koje i dokazemo. Kasnije naslutimo da su

upravo ti brojevi koeficijenti u potenciji binoma. Dio se u¢enika ovdje zapita kako smo znali
da binomne koeficijente treba bas tako definirati, a ponudeni dokaz matemati¢kom indukcijom
izbjegava odgovor na pitanje koje se prirodno postavija.

Izvod binomnog teorema i dokazi svojstava binom-
nih koeficijenata mnogo su prirodniji ako se uvedu
samo osnovni pojmovi iz kombinatorike. Dovoljno
je izdvaijiti vrlo malo vremena i objasniti pojmove
permutacije i kombinacije.

Priprema terena — permutacije
I kombinacije

Prije definiranja faktorijela uCenicima se moze pos-
taviti nekoliko motivacijskih zadataka.

e Koliko ima uredenih trojki brojeva {1, 2, 3}?

o Na koliko nac¢ina mogu Ivo, Petar, Filip i Jan sjesti
jedan pored drugoga na klupicu ispred skole?

Dobro je da ucenici pokusaju ispisati sve trojke ili
sve rasporede sjedenja jer ih to navodi na opéenito
nacCelo prebrojavanja:

e bilo koji od zadanih triju brojeva moze biti na
prvom mijestu, preostaju dvije mogucénosti za
drugo mijesto, a na trec¢e ide preostali broj pa
ukupnoima 3 - 2 - 1 uredenih trojki,

o tko Ce sjesti prvi, bira se na cCetiri nacina, tko
drugi na tri nacina, tko trec¢i na dva nacina, a na
Cetvrto mjesto ide onaj tko je ostao pa ukupno
ima4 -3 -2 -1 mogucih rasporeda.

Nakon ovakvih primjera mogu se definirati permu-
tacije.

Definicija. Uredenu n-torku svih elemenata nekog
skupa nazivamo permutacijom.
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Pozivaju¢i se na uvodne primjere dolazi se do
zaklju¢ka da je broj permutacija n-¢lanog skupa
n-(n—1)-..-2-1. Sada je dovoljno reci da se
taj broj oznaCava n! i naziva faktorijel.

Za prijelaz s permutacija na kombinacije najboljim
se ¢ini primjer na kojem se uocava kada je vazan
poredak, a kada ne.

e Na koliko se naCina u razredu sa 24 ucenika
moZe odabrati predsjednika, zamjenika i blagaj-
nika?

e Na koliko se naCina u razredu sa 24 ucenika
moZe odabrati troje ucenika koji ¢e sudjelovati u
kombinatornoj radionici?

Prvog u€enika mozemo odabrati na 24 nacina, dru-
gog na 23 nacina, a tre¢eg na 22 nacina, ukupno
na 24 - 23 - 22 nacCina. Tako dobivamo uredene
trojke (Ivo, Iva, Ivana), (lvana, Ivo, Iva), ...

U prvom slucaju redoslijed izbora je vazan jer prva
pozicija predstavlja predsjednika, druga zamjeni-
ka, a treca blagajnika.

U drugom zadatku nam redoslijed odabira nije
vazan pa ne trazimo uredene trojke vec¢ troclane
podskupove. UoCavamo da smo na spomenuti
nacin svaku trojku brojili viSe puta. Kako se sva-
ka trojka pojavijuje 3! puta, ukupan broj izbora je
24..23 .22

3!

Sada se definira kombinacija.

Definicija. K-Clani podskup nekog skupa naziva-
mo k-kombinacijom.

Poopc¢avanjem zakljucaka iz prethodnog primjera,
vidi se da je broj nacina da se iz skupa od n ele-
menata odabere k elemenata, neovisno o poretku,
jednak broju

(1) - e

Broj (Z) zovemo binomni koeficijent.

Kako bismo prihvatili ovaj pojam, uéenici mogu od-
govoriti na niz kratkih pitanja:

o Na koliko nacina moZe nastavnik matematike od
10 zadataka odabrati 6 zadataka koje ¢e zada-
ti za zadacu? MoZe li svaki ucenik u razredu
dobiti razliciti izbor zadataka? A svaki ucenik u
generaciji?

Odgovor: (16()) = 210.

e U jednom veslackom klubu izmedu 7 veslaca
treba odabrati najbolju cetvorku koja ¢e se nat-
Jjecati u Cetvercu bez kormilara. Odluceno je da
Ce svaka Cetvorka odveslati istu stazu kako bi
pokazali koja je najuspjesnija. Koliko je mogucih
Cetvorki? Ima li smisla ovako testirati?

Odgovor: (Z) = 35.
o Koliko je mogucih kombinacija u igri Loto 7/397

Odgovor: ( 379 ) — 15380937,

Osnovna svojstva binomnih
koeficijenata

Za svojstva binomnih koeficijenata moguce je dati
kombinatorne argumente koji im daju dodatni smi-
sao, ucenicima su intuitivni i lakse ih pamte.

(’f) =n jer postoji n razlicitih 1-Clanih podsku-
pova skupa od n elemenata.

(g) =1 jer postoji samo jedan podskup s nula
elemenata, prazan skup.

(n) = 1 jer postoji samo jedan podskup koji

n
sadrZi sve elemente danog skupa.

Svojstvo simetrije

e Na koliko je nac¢ina moguce odabrati kojih ¢e 15
od 20 ucCenika jednog razreda oti¢i na nagradni
izlet?

e 20
Ocito ima (15
uoCiti da je ovaj problem ekvivalentan problemu

) mogucnosti. Ucenici ¢e sami
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odabira 5 ucenika koji nece oti¢i na nagradni iz-
let jer svaki izbor 5 u€enika koji ne idu odgovara
jednom izboru 15 ucenika koji idu pa je

( 20 ) _ ( 20 )
15)  \5 )
Ovo vodi do svojstva simetrije

(e)= (")

k) \n—k

i spoznaje da je u skupu od n razli¢itih elemenata
jednak broj k-Clanin i (n — k)-Clanih podskupova.

Pascalov trokut

U Pascalovu trokutu uoCava se svojstvo

(i) =00+ ()

Lijeva strana jednakosti predstavija broj (k + 1)-
¢lanih podskupova skupa od n + 1 elemenata.
Odaberimo proizvoljan element e pa sve (k + 1)-
-Clane podskupove podijelimo u dva disjunkina
skupa: one koji sadrze e i one koji ne sadrze e.

(k+1) - Elani podskup

sadrzi e ne sadrzi e

sadrzi jos k
elemenata, od
n mogucih

sadrzi jos k +1
element, od
n mogucih

Pokazat cemo da je prvih (k) ,adrugih (k + 1)-

o Ako (k + 1)-¢lani podskup sadrZi e, onda sadrzi
jo$ k elemenata od preostalih n elemenata pa
takvih podskupova ima (Z)

e Ako (k+ 1)-Clani podskup ne sadrzi e, onda
sadrzi jo$ k + 1 elemenata od preostalih n ele-

) . n
menata pa takvih podskupova ima (k 1 )

Ovime je kombinatorno dokazano svojstvo koje se
obi¢no u nastavi dokazuje racunski.

Binomni teorem

Nakon ponavljanja formule za kvadrat i kub binoma
razmatra se izvod formule za Cetvrtu potenciju.

(a+b)* =d>+2ab + b*

(a+b) =d +3d°b + 3ab* + b
(a+b)* =2

(a+b)* = (a+b)(a+b)(a+Db)(a+b).

Mnozenjem ovih zagrada dobiju se pribrojnici od
kojih svaki sadrzi po jedan faktor iz svake zagrade.

(a + b)* = aaaa + aaab + aaba + aabb + abaa
+ ...+ bbbb

(a+0b)* = Da4 + Da3b—|— Da2b2
+ [ v + [ ]o*.

Promatra se broj pojavljivanja faktora b u pojedi-
nom pribrojniku. Jedan od mogucih pribrojnika je
a’b koji se dobije ako se iz jedne zagrade uzme b,
a iz preostalih triju a. Izmedu Cetiri zagrade treba
odabrati jednu iz koje se uzima b, a to je moguce
na (41‘) nacina. Pribrojnik a®b? dobije se ako se iz

dviju zagrada odabere b, a iz preostalih dviju a pa
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se a’b? pojavijuje (;) puta. Slijedi zakljugak

(a+b)* = (g)a4 + (T)a3b+ (g)azb2

4\ o3 [(4) 4
+ (5 )ar’ + ([, )p"
Ovo se razmatranje lako poop¢i za n-tu potenciju

O O

Jo+ ()i

jer se, na primier, pribrojnik @ ~2b* pojavijuje ako
se iz dvije od n zagrada uzme b, a iz ostalih a $to

n
+...+(n_1

M Vo n .
se moze uciniti na (2) nacina.

Jos jedan zadatak

Uz temu binomnog teorema rjieSavaju se zadatci
poput ovoga:

e [zraCunaj
(100)+(100)+(100)+ +(100)
0 1 2 100/°

Sli¢an je zadatak nedavno uvrSten i u ispit drzavne
mature, a rieSava se tako da prepoznamo potenciju
binoma:

(') = () + (3)+ -+ (ioo)

=(1+1)'% =210

Ovaj zadatak ima i zanimljivu kombinatornu interp-
retaciju.

Polazi se od broja elemenata partitivnog skupa

o Koliko ima razli¢itih podskupova skupa od 100
elemenata?

Ovaj je problem moguce rijesiti na dva nacina.

1. Moze se promatrati jedan po jedan element i
za svaki birati hoce i biti uvrSten u podskup ili
ne. Sa svakim sliede¢im elementom broj mo-
gucnosti se udvostrucuje pa je broj mogucih
podskupova jednak 2%

2. Podskupove se moZe grupirati po broju eleme-
nata od 0 do 100:

o 0 elemenata (prazan skup) ( 180)

100)

o 1 element ( 1

e 2 elementa ( 130>

100
e 100 elemenata (10 )

RjeSenje poCetnog zadatka predstavlja dva nacina
brojenja elemenata partitivnog skupa.

U razredu

Ako se kao matematicari sje¢amo kombinatorike
kao skliskog terena u kojem nikad nismo sigurni je-
smo li dobro brajili, je li poredak vazan ili pojavljuje
li se isti element viSe puta, mogli bismo se zabrinuti
da ¢e ucenicima to predstavijati jos vec¢i problem.
Ipak, pokazalo se da se nakon ovih uvodnih primje-
ra ucenicima pojam permutacije i kombinacije ¢ine
jednostavnima i prirodnima, a kako se nisu susreli
sa slozenijim primjerima i logic¢kim zavrzlamama,
nisu tako nepovjerljivi prema rezultatima.

Pridruzivanje dodatnog smisla jednakostima u uce-
nicima budi osje¢aj logicke satisfakcije i odusevlje-
nje matematickim skladom $to bi i trebala biti jedna
od zadaca srednjoskolske matematike.
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