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Analiza strategija

pri rjesavanju matematickin problema

Vida Manfreda Kolar, Ljubljana

Nastava matematike, njena obiljeZja,
svojstva, organizacija i nacin provedbe

u obrazovnom su procesu definirani
razliCitim ¢imbenicima kao Sto su: ciljevi
ucenja, metode ucenja, oblici ucenja i
pristupi u€enju. Pristupi koji se pritom
najces¢e spominju u razrednoj nastavi su:
medupredmetno povezivanje, iskustveno
uCenje i rieSavanije problema (U¢ni nacrt,
2011.). U ovom radu ¢emo se usredotoditi
na rieSavanje problema.

Teoretske polazne toCke

RjeSavanje matematickih problema vodeca je kre-
ativna aktivnost u matematici, koju mozemo, od-
nosno moramo, ponuditi darovitim ucenicima za
matematiku na svim razinama obrazovanja. Mate-
mati¢ki problem mora se shvatiti kao slozena situ-
acija koja predstavlja izazov osobi koja ga rieSava.
Ona ¢e oblikovati strategije za rieSavanje tog prob-
lema, testirati razliCite strategije, vrednovati te stra-
tegije sa svrhom postizanja cilja te na neki na¢in ob-
likovati nova znanja — ne stvara se nesto $to je poz-
nato ve¢ od prije. Kod riesavanja matematickih pro-
blema mozemo se usredotociti na razlicite aspekte
koji su predmet istrazivanja u podrucju riesavanja
problema: mentalne sheme, generalizaciju, proce-
duralni ili konceptualni problem, heuristiku itd. U
ovom radu detaljnije ¢emo objasniti dva aspekta,
toCnije generalizaciju i razliku izmedu konceptual-
nih i proceduralnih problema.

Kod rjeSavanja problema proces generalizacije je
jedan od najvaznijih procesa. Za neke istrazivace
generalizacija je ¢ak i najvazniji proces u matema-
tici jer, kako navode, matematika je znanost ge-
neralizacije (Maj-Tatsis & Tatsis, 2012.). Genera-
liziramo svakodnevno, vjerojatno viSe nego Sto to
primje¢ujemo (Cockburn, 2012.). Brzo radimo ge-
neralizacije o ljudskom karakteru (ponekad je do-
voljan samo jedan kra¢i razgovor), o vremenu, pro-
metu, ucenicima u razredu i sl. Generalizacije u
svakodnevnom Zivotu su viSe ili manje opravdane,
Cesto upitne, $to nije slu¢aj za generalizaciju u ma-
tematici, koja se temelji na pazljivom razmatranju
pojedinacnih slucajeva, na temelju promisljene hi-
poteze, potvrdivanja te hipoteze, a potom i daljnjeg
dokazivanja. Vinner (2012.) opisuje generalizaciju
kao pokretaca u razvoju koncepta na gotovo svim
podrucjima ljudske aktivnosti i stvaranja.

Moramo razlikovati dvije vrste generalizacije u ma-
tematici: “vidjeti opéenito u specificnom” i “vidjeti
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specificno u opéenitom” (Kruetski, 1976.). U prvom
slu¢aju generalizacije (“vidjeti opcenito u individual-
nom”) govorimo o induktivnom zakljucivanju, stva-
raju¢i odredene matematicke “istine” na temelju
konkretnih primjera. Kod uvidanja individualnog u
opcenitom definira se deduktivno zakljucivanje, sto
se u matematickoj zajednici shvaca kao pozeljan
“alat” u dokazivanju matematickih tvrdniji i prikazi-
vanju univerzalnosti tih tvrdnji (Hanna, 1990.; Mari-
otti, 2006.; Yackel i Hanna, 2003.).

Spomenimo i podijelu generalizacije kod riesavanja
problema u nastavi matematike po Krygowskoj
(1979.: u Ciosek, 2011.):

1. Generalizacija na temelju indukcije (za primje-
ref(1),£(2) f(3)... mozemo formirati opce
pravilo f (n)).

2. Generalizacija na temelju zakljuCivanja (za ge-
neralizaciju ne treba puno primjera — generaliza-
cija se moze oblikovati ve¢ na jednom primjeru,
koji se zatim generalizira na druge primjere).

3. Generalizacija na temelju ujedinjenja pojedinih
generalizacija (npr. Pitagorin poucak, formule za
tupokutni i Siljastokutni trokut mogu se genera-
lizirati do kosinusovog teorema).

4. Generalizacija temeljena na rekurzivnom za-
kljuCivanju (za odredene sluCajeve zakljuCujemo
na temelju danih primjera, a zatim generalizira-
mo: na primjer, f (2) odredimo na temelju poz-
navanjaf (1) if(3)..., zatim definiramo opce
pravilo f (n)).

Prvi i zadnji oblik generalizacije zvat ¢emo induk-
tivno zaklju¢ivanje, dok ¢e nas drugi oblik u nas-
tavku ovog Clanka zanimati zbog pitanja moze li
se utvrditi da odredeni problemi omogucuju gene-
ralizacije ve¢ na temelju zaklju€ivanja na jednom
primjeru (Hodnik Cade? i Manfreda Kolar, 2013.).
Treci oblik je za ucenike najapstraktnija generaliza-
cija u kojoj se generalizacije ujedinjuju u nove ge-
neralizacije (nisu toliko vezane na rjeSavanje prob-
lema, ve¢ na uspostavljanje hijerarhije medu poje-
dina¢nim generalizacijama, odnosno pojmovima).
Podjela na induktivno zakljuCivanje i generalizaci-
ju temeljenu na zaklju¢ivanju, mozemo povezati s
dvije vrste problema u matematici: proceduralnim
i konceptualnim, koji su u relaciji s proceduralnim
i konceptualnim znanjem. Istrazivanja na tom po-

dru¢ju previadavala su izmedu 1980. i 2000. go-
dine (npr. Skemp, 1979., Hiebert 1986., Gelman i
Meck 1986., Tall i Vinner 1981., Gray i Tall, 2001.,
Sfard, 1994.). Haapsalo (2003.) definira oba tipa
znanja kao vazna, pri ¢emu je proceduralno znanje
Cesto prikazano kao skup automatiziranih, nesvijes-
nih koraka, a konceptualno ¢esto ukljuCuje svijesno
razmisljanje. Uzimajuéi u obzir razlicite rezultate
istraZivanja obiju vrsta znanja, proceduralne prob-
leme ¢emo opisati kao one koji od osobe koja ih
rieSava “oc¢ekuju” da se usredotoci na postupke,
procese, algoritme, dok je kod konceptualnih pro-
blema za uspjesno rjeSavanje potrebno poznava-
nje odredenog matematic¢kog koncepta. Naravno,
nema stroge razdiobe; obje vrste razmisljanja su
isprepletene u rieSavanju obiju vrsta problema.

Promotrimo razliku izmedu dviju vrsta problema u
sliede¢im dvama primjerima.

Problem 1. Miha radi u hortikulturnom centru, gdje
prodaje ribnjake raznih oblika. Njegova je zadaca
savjetovati klijente koliko plo¢a kvadratnog oblika
trebaju Zele li obrubiti svoj ribnjak poplocenom sta-
zom.

4m

a) Koliko plocaza po-
plocavanje (1 mx
1 m) trebaju za
obrubljivanje ribnja-
ka dimezija 4 m x
4 m (slika 1)?
Izvedite formulu ko-
jom se Miha moZe
Kkoristiti za izracu-
navanje broja plo-
Ca za poplocavanje
ruba bilo kojeq rib-
njaka oblika kvad-
rata.

b

~

Slika 1. Kvadratni ribnjak

Sto ako ribnjak ne-
ma pravilan oblik
(slika 2)? Izvedite
formulu i objasnite
zasto to funkcioni-
ra.

C

~

3m

Slika 2. Ribnjak
nepravilnog oblika

d) Sto ako vas ribnjak ima bilo kakav uglati oblik koji
se moZze skicirati na kvadratnoj mrezi?
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Problem 2. Dan je pravokutnik. Jednom ravnom Ii-
nijom moZes ga podijeliti na dva dijela. Ako nacrtas
avije ravne linije, moZes dobiti 3 ili 4 dijela.

Tvoj je zadatak pokusati pronaci najveci broj dijelo-
va na koje mozes podijeliti pravokutnik sa tri, Cetiri,
pet ravnih linjja. Sto ako bi nacrtao 15 linjja? Sto ée
se dogoditi kod n linija?

Odmah primje¢ujemo da je Problem 1 vezan uz
matematicki sadrzaj opsega. Kako bi uspje$no
rijesio problem, nuzno je da ucenik razumije ma-
tematiCki pojam opsega. Kao $to ¢emo kasnije
vidjeti, ba$ to u velikoj mjeri odreduje izbor stra-
tegije rieSavanja. Iz postupaka rieSavanja se, u
pravilu, odrazava povezanost problema s matema-
tickim kontekstom te se stoga zadrzava kontakt sa
sadrzajem problema. Problem 1, dakle, odgova-
ra vrsti konceptualnog problema. S druge strane,
Problem 2 u sredi$te postavlja potragu za strate-
gijom brojenja dijelova pravokutnika, tj. postupke
s Cistim brojevima i trazenje odnosa izmedu dviju
varijabli: brojem linija i brojem dijelova pravokutni-
ka. Problem odgovara proceduralnom problemu
po Haapsali (2003.).

Kao Sto je ve¢ spomenuto, vrsta problema usko
je povezana s izborom nacina generalizacije. Kod
proceduralnih problema prevladava generalizacija
na temelju induktivnog zakljucivanja, dok se kod
konceptualnih problema generalizacija ¢e$c¢e pri-
mijec¢uje na temelju zakljugivanja (Hodnik Cade? i
Manfreda Kolar, 2013.).

U nastavku zelimo predstaviti neke strategije za
rieSavanje izabranog problema. Osobito ¢e nas
zanimati odnos s vrstama generalizacije prema Kry-
gowskoj (1979.: u Ciosek, 2011.). Pod povecalo
¢emo uzeti problem s ribnjakom, tj. problem kon-
ceptualne prirode, te cemo istraziti moguce nacine
oblikovanja generalizacija.

Analiza matematickog
problema

Prvo ispitujemo prvi dio problema koji se odnosi
na ribnjake kvadratnog oblika (podzadatci a) i b)).
Problem se mozZe rijesiti razliCitim strategijama. Po-
gledajmo neke od moguénosti.

1. strategija

Dimenzija ribnjaka Broj plo¢a Izvedeno pravilo

4 x4 20 =4x35
S5x5 24 =4x6
6x6 28 =4x17
7 x7 32 =4x8

U prvom slucaju, osoba koja riesava promatra ne-
koliko razli¢itih slu¢ajeva kvadratnih ribnjaka i na
osnovi broja ploca oblikuje opée pravilo 4(a + 1).
Da bismo generalizirali, potrebno je promatrati vise
primjera i traziti zajedni¢ka svojstva istih. 1z po-
jedinacnog zaklju€ujemo opce pravilo. Ova me-
toda rjesavanja odgovara generalizaciji na temelju
indukcije po Krygowskoj.

2. strategija

Osoba koja rieSava primjecuje da se ukupan broj
plo¢a moze odrediti i zaklju¢ivanjem na jednom sa-
mom konkretnom slucaju. Zaklju¢ak moze biti slje-
deci: “Ako postoji bazen sa Cetiri stranice, to ¢e
znaciti 4a ploca za poploCavanije (opseg bazena),
ali moram uzeti u obzir Cetiri kutne ploce, Sto za-
jedno iznosi 4a + 4 ploCa za poplo€avanje.” Ova
metoda rjeSavanja odgovara generalizaciji na te-
melju zakljuc¢ivanja po Krygowskoj.

3. strategija

Osoba koja rjeSava oslanja se na viSe konkretnih
primjera bazena s poplo¢anim stazama, prebro-
java broj ploc¢a za poploc¢avanje i kod uredivanja
podataka u tablici primje¢uje da se broj plo¢a po-
veCava za 4.
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8 ploca

12 ploca 16 ploca

Dimenzija ribnjaka  Broj plo¢a

1x1 8
2%2 n Ot
3% 3 6 Ot
4x4 0 Ot
5%x5 24

Ova metoda rjesavanja ima karakteristike generali-
zacije na temelju rekurzivnog zakljucivanja. Nacin
je povezan s generalizacijom na temelju indukci-
je. Slitno kao u prvoj strategiji, rieSavatelj treba
nekoliko konkretnih primjera, analizira prikuplijene
numeriCke podatke i pokusava pronaci zajednicko
svojstvo. Stoga se bavi Cistim brojevima te se uda-
llava od konteksta problema. No ova se strategija
razlikuje od prve po tome Sto ovdje primje¢ujemo
pravilo na temelju usporedbe susjednih ¢lanova ni-
za, dok smo u prvom slucaju trazili opce pravilo, tj.
funkcijsku povezanost obiju varijabli.

-

Rezultati istrazivanja (Manfreda Kolar i Hodnik
Cade?, 2015.) pokazali su da je 52 od 96 stu-
denata razredne nastave Pedagoskog fakulteta u
Ljubljani koji su formulirali ispravno opce pravilo.
Pritom je 48 studenata za rjeSenje problema koris-
tilo generalizaciju temeljenu na zakljucivanju, jedan
student koristio je strategiju indukcije, a tri rekurziv-
no zakljuCivanje. Rezultati su bili o¢ekivani. Kon-
ceptualni problemi koji su povezani s odredenim
matematickim konceptom podudaraju se s gene-
ralizacijom na temelju zaklju¢ivanja Cija je karakte-
ristika odrzavanje povezanosti s kontekstom pro-
blema. Ta povezanost s kontekstom omogucuje

osobi koja rieSava pregled dane situacije tako da
odmah dobije opce pravilo. Naravno, nacini za-
klju€ivanja na temelju jednog primjera razlikuju se
ovisno o tome kako pojedinac vidi situaciju. Pog-
ledajmo neke od opcija na primjeru ribnjaka.

1. nacin 2. nacin
4a + 4 2(a+2)+2a
3. nacin 4. nadin

| | |

| | |
4(a+1) (a+2)?—d®

Kao $to vidimo, razli¢iti nacini zakljucivanja mogu
dovesti do razli¢itih algebarskih izraza koji se opet
mogu koristiti kao polaziSte za daljnja istrazivanja:
jesu li ti algebarski izrazi medusobno jednaki? Na
razini osnovne Skole, problem moZe dodatno prido-
nijeti stvaranju veza izmedu na prvi pogled razli¢itih
algebarskih izraza te izvodenja pravila poput onog
za kvadrat zbroja.

Drugi dio problema s ribnjakom (slika 2) predstav-
lja proSirenje pocetnog problema s kvadratnim ob-
likom ribnjaka na ribnjak s ve¢im, razgranatim, ob-
likom. Cini se logi¢nim istraziti mogu li strategije
koje su bile primijenjene na lakSem sluCaju ribnjaka
pomodi u pronalazenju pravila za proizvoljni oblik
ribnjaka. Pogledajmo neke moguce pristupe (Man-
freda Kolar i Hodnik Cadez, 2015.):
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1. strategija

Opseg ribnjaka Broj ploca
16 20
26 30
30 36
12 16

RjeSavatelj nacrta nekoliko ribnjaka razgrananih
oblika i za svaki oblik odreduje/broji opseg obli-
ka i potreban broj plo¢a. Potrebno je imati nekoliko
konkretnih primjera da bi se vidjelo zanimljivo pravi-
lo: bez obzira na izbor oblika ribnjaka, broj plo¢nika
je za 4 ve¢i od opsega lika. Metoda oblikovanja ge-
neralizacije temelji se na induktivnom zakljucivanju.

2. strategija

Do istog zaklju¢ka mozemo doci na sasvim drukgiji
nacin, tj. druk&ijim nacinom razmisljanja. Mozemo
se usredotoCiti na kutove ribnjaka i istraziti kakvu
ulogu imaju konkavni i konveksni kutovi: konvek-
sni kut doprinosi jednoj dodatnoj plo¢i za pop-
loGavanje (crvena boja na slici 3), dok konkavni
kut smanjuje broj plo¢a za poplocavanije za jednu
(2uta boja na slici 3).

Slika 3. Strategija rjeSavanja s obzirom
na konveksne i konkavne kutove

To otvara nove mogucnosti za istrazivanje: koje
su razlike u broju konkavnih i konveksnih kutova
uopée moguce? Kakav mora biti oblik ribnjaka da
bi ta razlika bila tocno 4? Ova strategija rieSavanja
i traZzenja generalizacije se takoder temelji na is-
trazivanju veceg broja ribnjaka razli¢itin oblika. Pro-

blem mozemo rijesiti i elegantnije, toCnije, analizom
jednog pojedinaénog primjera.

3. strategija

Nepravilni oblik prikazan na slici 2 moZe se preobli-
kovati u novi, pravilniji oblik, za koji nam je potreban
isti broj plo¢a za poploCavanje. Kao $to se vidi na
slici 4, za poploCavanje staze oko ribnjaka nep-
ravilnog oblika potreban nam je isti broj plo¢a za
poplo¢avanje kao i za poplo¢avanje pravokutnika
S§to pak ve¢ znamo odrediti, zbog znanja steCenog
na prvom dijelu problema.

Slika 4. Strategija rieSavanja s preoblikovanjem
nepravilnog oblika u pravilan

Moglo bi se reci da je posljednji slu¢aj asimilacija
prethodnog znanja u novoj situaciji, a metoda ge-
neralizacije odgovara generalizaciji zakljuCivanjem
po Krygowskoj. Rezultati istrazivanja (Manfreda
Kolar i Hodnik Cadez, 2015.) sugeriraju da u
zahtjevnijem slucaju generalizacija temeljena na
zaklju€ivanju viSe nije prevladavaju¢a strategija
rieSavanja. Od 18 tocnih (od 98) rieSenja tog pro-
blema, 9 studenata oblikovalo je pravilo temeljeno
na generalizaciji sa zaklju€ivanjem. Primjec¢uje se
da s otezavanjem problema i povezanost problema
s kontekstom viSe nije prednost, ¢ak moze biti pre-
preka za pronalazenje generalizacije. Osobe koje
rieSavaju postupno dolaze do strategije za prona-
laZenje veza izmedu podataka, ¢ime se udaljavaju
od konteksta problema.

Zakljucak

lako se svi slazemo da rjeSavanje problema pred-
stavlja izazov u€enicima, u procesu ucenja i po-
ducavanja matematike mnogo se manje naglasava
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stjecanje znanja o rjeSavanju problema. Kako, na
primjer, ucenici uce rijesiti probleme i generalizira-
ti? Pretpostavliamo da se to dogada nekako sa-
mo od sebe, istovremeno s ucenjem matematike,
tako da smo Cesto iznenadeni zbog niskih posti-
gnuca ucenika u rjeSavanju problema u razli¢itim
medunarodnim ispitivanjima procjene znanja (npr.
TIMSS, PISA).

U Clanku je prikazana analiza odabranog mate-
matickog problema, koji nam daje uvid u moguce
nacine rjeSavanja problema, strategiju koja se ko-
risti (u naSem slucaju, to je bila skupina studenata
razredne nastave na PedagoSkom fakultetu). Na
temelju toga mozemo razviti korisne smjernice i za-
kljucke o ucinkovitosti pojedinih strategija za obli-
kovanje generalizacije, kao i nedostatke odredenih
pristupa koji sprjetavaju rjeSavatelju da postigne
razinu oblikovanja generalizacije.

Vazan zaklju¢ak je da nisu sve strategije jednako
ucinkovite — kontekst problema moze podrzati ili
onemoguciti oblikovanje generalizacije. U svakom
slu€aju, sam izbor dobrog matematickog problema
nije jedini uvjet za uspjesno rjeSavanje i generaliza-
ciju problema. Ne smije se zanemariti drustvena
interakcija izmedu osoba koje rjeSavaju problem.
To znali da je u procesu rjeSavanja, osim odno-
sa rjeSavatelj — problem, potrebno takoder uzeti
u obzir i druge odnose: rjeSavatelj — rjeSavatel] i
rieSavatelj — ucitel].

U proSlosti je jedna od karakteristika Skolskog
ucenja bila skromna rasprava medu ucenicima,
kao i ona izmedu ucitelja i uCenika.  Novija
istrazivanja ukazuju na vaznost rasprave medu
ucenicima koje uditelji trebaju poticati i voditi u
pravom smjeru unutar smisleno postavljenih okvira
(Pehkonen, Naveri i Laine, 2013.). Kao §to je vec
spomenuto, postoje dvije vrste problema: koncep-
tualni i proceduralni (Haapsalo, 2003.). Mislimo da
generalizacija kod proceduralnih problema ¢esto
ne predstavlja takav problem u usporedbi s gene-
ralizacijom u konceptualnim problemima, gdije je
stvaranje veze izmedu problemai odredenog mate-
matickog koncepta klju¢no za rieSavanje problema
(Manfred Kolar i Hodnik Cadez, 2013.). Matema-
ticki koncept u problemu nije nuzno izri¢ito prisu-
tan, a rjeSavatelj tek treba otkriti te veze. Drugim

rije¢ima: potrebno je vidjeti matematiku u proble-
mu, a ne samo slijepo raditi s brojevima.

Ulogu ucitelja vidimo upravo u vodenju u¢enika kod
stvaranja veza izmedu ideje matemati¢kog proble-
ma i matematickog koncepta koji je prisutan neg-
dje u pozadini. Takoder, uloga ucitelja je vazna u
prepoznavanju onih ucenickih rieSenja koja bi mo-
gla pridonijeti daljnjem razvoju aktivnosti, oblikova-
nju zaklju¢aka i matematickin generalizacija. Za-
kljuGujemo da kod uvodenja rjeSavanja problema
U proces ucenja ucitelj igra iznimno vaznu ulogu,
kako u znanju koje posjeduje, tako i iz perspektive
odabira dobrog problema, nacina prenosenja pro-
blema ucenicima, i na kraju, ali ne manje vazno,
usmijeravanje ucenika pri rieSavanju problema. Sto
su kompetencije nastavnika za rjeSavanje proble-
ma vece, veca je vjerojatnost da ¢e problemske
situacije integrirati u nastavu matematike i time do-
prinijeti razvoju tih kompetencija medu ucenicima.
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2. Drzavni stru¢ni skup nastavnika “Inovativna nastava matematike”

Odjel za matematiku Sveudilista J.J. Strossmayera u Osijeku, Udruga matematicara Osijek i Agencija za odgoj i
obrazovanije 30. i 31. kolovoza 2018. u Osijeku organiziraju 2. Drzavni stru¢ni skup nastavnika “Inovativna nastava

matematike”.

Posebno nam je zadovoljstvo najaviti pozvane predavace: Nenada Baki¢a, Franku Miriam Brueckler, Dubravku

Glasnovi¢ Gracin, Branka Grisogona, Lidiju Kralj i Mirka Polonija.

Prijave za sudjelovanje na Skupu vrsit ¢e se putem AZOO aplikacije Ettaedu, a bit ¢e otvorene od kraja svibnja do
1. srpnja. Kolege nastavnici koji na Skupu Zele odrzati kratko predavanije (20 minuta) ili organizirati radionicu (40
minuta) sazetke mogu poslati do 15. lipnja na e-mail adresu inovmat@mathos.hr. Na istu e-mail adresu mogu

se uputiti svi upiti vezani uz organizaciju i sudjelovanje na Skupu.

Vie detalja nalazi se na sluzbenoj web stranici Skupa: http://inovmat.mathos.unios.hr/
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