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Prikaz pravog razlomka P u eqipatskom obliku jest prikaz oblika
q

p 1 1 1
—=—+—+4...+—,
q ni np ng

pri ¢emu za prirodne brojeve u nazivnicima ovih razlomaka vrijedi ny < np < ... < ny.

Na primjer:
prim) 4 1 1 1

==+ -+ =
5 2 4 20
U prvom dijelu ovog ¢lanka raspravili smo probleme s egipatskim razlomcima koji se mogu
uspjesno rjieSavati u osnovnoj skoli i u prvom razredu srednje Skole. U nastavku ¢emo raspra-
viti neka slozenija pitanja o egipatskim razlomcima koja ostavljaju mjesto za samostalan rad,
daljnja eksperimentiranja i istraZivanja.

postoji, ali bez konkretnog naputka kako se takav

Fibonaccijev pohlepni
algoritam

MoZe li se svaki pravi razlomak prikazati kao zbroj
jedinicnih? Kako se razlomak pretvara u egipatski?

Odgovor na prvo pitanje je: Da! | moze se doka-
zati na razliCite nacine. Kad biramo vrstu dokaza,
onda je korisno pronac¢i onaj koji nije samo egzis-
tencijalni jer se u njemu dokazuje da takav prikaz

prikaz odreduje. Konstruktivni dokaz daje algoritarm
za odredivanje trazenog prikaza.

Prvi dokaz ove tvrdnje i algoritam za pretvaranje
razlomka u egipatski dao je jedan od utemeljite-
lja europske matematike u ranom srednjem vijeku
Leonardo Fibonacci, u svojoj knjizi Liber abaci iz
1202. godine, slobodno prevedeno kao Knjiga o
racunanju.

Njegova je uputa sljede¢a: Postupak pretvaranja
sastoji se od nekoliko koraka. U prvom koraku

prof. dr. sc. Neven Elezovi¢, Zavod za primijenjenu matematiku, Fakultet elektrotehnike i racunarstva Sveucilista u Zagrebu,

neven.elezovic@fer.hr
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od razlomka se oduzima najveci jedinicni razlomak
manji od njega. Na ostatak oduzimanja primijeni
se isti ovaj algoritam.

Pratimo taj algoritam na primjeru.

7
Primjer 1. Pretvorimo 9 u egipatski razlomak.

7
Najve¢i jedini¢ni razlomak manji od 5 jest

7 1

=7 Taj se razlomak dobiva tako da se naziv-
nik zamijeni s prvim vec¢im viSekratnikom brojnika.
Sad raCunamo

7 1 2-7-9 5

9 2 2.9 1§

Na ostatak primjenjujemo isti postupak. Najveci
1

jedini¢ni razl k jjod — je — = —. Dalj
jedini¢ni razlomak manji o I3 je 0 -1 alje

5 I 5-4-18 1

18 4  4-18 36
Ovaj ostatak je jedini¢ni razlomak, pa je postupak
zavrsen. Dobili smo

7 1 1 1

9_2+4+36'

je:

7
Zadatak 1. Pretvori 5 u egipatski razlomak.

Odgovor glasi
7 1 . 1 N 1
59 9 133 70623°

Postupak u kojem se od razlomka uvijek pohlepno
grabi najvedi jedinicni razlomak naziva se pohlepni
algoritam. Prikaz razlomka dobiven ovim postup-
kom zvat ¢emo pohlepnim.

Dokaz egzistencije

Dokazat ¢emo da se pohlepnim algoritmom uvijek
dolazi do cilja.

Pretpostavimo da pocetni razlomak P nije jedi-

ni¢an, inac¢e nemamo Sto Ciniti. Drugim rijec¢ima,

nekajep > 1. Od razlomka P oduzimamo najveci
q

razlomak oblika —, a koji je manji od 1—7. To znadi
n
da je n najmaniji prirodni broj za koiji vrijedi

1 p_ 1

n—1 g n

Buduci da razlomak p nije i jedini¢an, ovdje vrijede

stroge nejednakosti. Sada je

i razlomak zdesna je ostatak nakon prvog koraka
algoritma.

PokaZimo da je njegov brojnik manji od p. Uistinu,
vrijedi

1
n—71>§ <~ qg>(n—1)p < np—q<p.

Time smo pokazali da vrijedi prikaz

1 np-— 1 /
p_Lli m—q_ 1.7
q n qn noq
i da je brojnik p’ posliednjeg pribrojnika manji od p.

Dakle, u svakom se koraku algoritma brojnik raz-
lomka u ostatku smanjuje. To znaci da ¢e postupak
prestati u kona¢nom broju koraka.

Promotrimo primjer koji ilustrira ovaj postupak.

Primjer 2. Odredimo egipatski prikaz za razlomak

1

Primijetimo da vrijedi

5 - 5 1
1m-15 3
T ST L5
Ovdje je 3 najvedi jedinini razlomak manji od I
jer je
1 - 5 - 1
3 11 2"
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Sada vrijedi
5
1

—
W =
W
W

4
Za razlomak 3 najvedi jedinicni raziomak manii

od njega je 36 = 5 paimamo

4 1 4.9-33 1 1

3 0" 339 99
Tako dobivamo egipatski prikaz pocetnog razlom-

ka:
5 __1_%1 N 1
113 9 99

Primijetimo da smo mogli postupiti i ovako:

5 1 4 1

- 341 1 1 1
11 3 33 3

1133

33 3
Ovaj je rezultat ljiepsi od onog dobivenog pohlep-
nim algoritmom, tako da pitanje odredivanja naj-
prikladnijeg prikaza ostaje otvoreno.

Uvijerite se da vrijedi i ovaj prikaz:

5 1 1

a5 no
Time se postavlja i pitanje:

Koliko postoji prikaza zadanog razlomka koji imaju
jednak broj pribrojnika?

Odgovor na neka od tih pitanja je potpuno netrivija-
lan i predmet je recentnih znanstvenih istrazivanja.

Zapisivanje Fibonaccijeva algoritma

57
Primjer 3. Odredi egipatski prikaz razlomka CYE]
rabeci pohlepni algoritam.

Racunanje ¢emo zapisivati u sljedecoj tablici.

5 29 11745
57 42 3
243 1215 35235
285 1218 35235

Racunanije ide ovim redom: U prvi stupac upisu se
brojnik i nazivnik razlomka. Zatim se izracuna

243
|1 =5
i rezultat upiSe u prvi redak prvog stupca. Ovdje je

[x] najmaniji cijeli broj veci od ili jednak x.

Zatim se rezultat mnozenja 5 - 57 = 285 upise na
dno prvog stupca.

Racunanije prelazi u drugi stupac. Tu je

285 — 243 =42

5.243 = 1215.

Sad smo u istoj poziciji kao u pocetku i nastavljamo
na identi¢an nacin. Imamo

1215

22 =29
e
2942 = 1218.

Na koncu popunjavamo tre¢i stupac:

1218 — 1215 =3,
29 - 1215 = 35235,
{—353235-‘ = 11745,

11745 -3 = 35235.

Posljednja dva elementa tre¢eg stupca su jednaka
i postupak je zavrsen. Inace bismo presli u sljededi
stupac.

Dobili smo prikaz
57 1 1 1

243529

11745
Zadatak 2. Opravdaj ovaj nacin racunanja.

Zadatak 3. Opravdaj formulu

p__1 (—g) mod p

g [q/p] qlq/p]

i dovedi je u vezu s raCunanjem u prethodnom pri-
mijeru.
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Nedostatci Fibonaccijeva algoritma

Fibonaccijev pohlepni algoritam uvijek vodi cilju,
ali rezultat Gesto nije zadovoljavajuci. Usporedimo
sliedeci egipatski prikaz

5 1 n 1 n 1

121 33 121 363
s ovim koji ¢emo dobiti primjenjuju¢i pohlepni al-
goritam:

5 1 1 1 1

21~ 25 7757 T 763300 T 873960180912
1

* 1527612795 642093418 846225

Ovaj primjer nije usamljen, ve¢ predstavlja pravilo.

Teorem. Ako je

P 1 1 1
—=—+—+4...+—,
q ni ny Nk

prikaz dobiven u pohlepnom algoritmu, onda
vrijedi
Niy1 > n,2 —n; + 1.

Prema definiciji algoritma vrijedi za svaki i

1 1 1
> p R

n —1 qg m ni—i

1
Z_
n;

1
jer je — najvedi jedini¢ni razlomak koji se moze u
n:
tom trelnutku oduzeti od ostatka iz prethodnih ko-
raka algoritma. Takoder, vrijedi

p 1 1 1
->— 4.+ =+ .
q m np - N
Odavde slijedi
1 1 1

ni—1" n  ngy

a ta je nejednakost ekvivalentna s
2
Niv1 > Ny + N,

Sto je i trebalo dokazati.

To zna¢i da ¢e se u dugackim prikazima pro-
izaslim iz pohlepnog algoritma nazivnici vrlo brzo
povecavati, sliedeCi nazivnik ima otprilike dvostru-
ko viSe znamenaka nego prethodni.

31
Primjerice, razlomak 311 ima u svom rastavu deset
¢lanova. PoCetak izgleda ovako:

31 1 1 1 1

30011 115 13567 T 190623619
+ +

1
37683192230798623 =

a posliednja Cetiri nazivnika imaju previse zname-
naka da bismo ih mogli ovdje ispisati: 34, 67, 134,
269 i 537 znamenaka! Ako nismo pohlepni i rastav
potrazimo na neki drugi nacin, mozda otkrijemo da
vrijedi

31 1 1 1 1

30012 63 2799 T 8708

Fibonacci je bio znanstvenik daleko ispred svog
vremena. Gotovo je nevjerojatno da krajem 12.
stolje¢a, na izlazu iz mraénog doba srednjega vi-
jeka postoji Covjek koji se bavi problemima koji ¢e
postati zanimljivi tek za nekoliko stolje¢a. Treba
imati u vidu kako on u svojoj knjizi pouc¢ava o te-
meljima racunanja u dekadskom sustavu koji u to
doba jo$ uvijek nije bio dovolino poznat u Europi.
Medutim, izmedu uputa o tome kako zbroijiti ili pom-
noziti dva broja Fibonacci je ubacio i riesavao pot-
puno apstrakine probleme, poput cuvenog proble-
ma o razmnozavanju zeCeva, rieSavao diofantske
jednadzbe i razmatrao probleme iz teorije brojeva.

Fibonacci je na nizu primjera pokazao kako se na-
laze “lijepi” prikazi egipatskih razlomaka, ali je bio
svjestan da se tu radi samo o konkretnim primje-
rima. Njegov je algoritam sluzio samo kao krajnja
mjera ako se ne uspije na neki drugi nacin do¢i do
liepseg prikaza.

Nalazenje optimalnih prikaza

Navest ¢emo neka pitanja koja se postavljaju o pri-
kazu:
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1. Je limoguce pronaci prikaz za koji je broj prib-
rojnika zdesna minimalan?

2. Je li moguce pronadi prikaz za koji je najveci
nazivnik n; najmanji moguci?

Opceniti odgovor na ova dva pitanja nije poznat.
Ne znamo algoritam koji bi vodio do odgovora u
op¢em slucaju.

Primjerice, Fibonaccijev algoritam osigurava da je
k < p, odnosno broj pribrojnika nije nikad veci od
brojnika poc¢etnog razlomka.

Postoje primjeri razlomaka u kojima pohlepni algo-
ritam ima to€no p koraka. Razlomci s najmanjim
nazivnikom su:

23 4 5 6 7 8 9 10 11

3777177317 1097 2537 977 2717 16217 199"

Tako, primjerice, razlomak 35—1 u pohlepnom prika-
zu ima to¢no pet pribrojnika:
5 1 1 1
317755 397
1 1
+ + 1127619917796 295°

23744 683
a posliednjina ovoj listiimat ¢e toéno 11 pribrojnika.

Zadatak 4. Pocetak pohlepnog prikaza posljed-

njeg razlomka izgleda ovako:
1 n 1 1
199 19 379 159223

Procijeni broj znamenaka nazivnika posljednjeg pri-
brojnika.

+ ...

Mala pomoc¢ je vjerojatno potrebna. Za pohlepni
prikaz vrijedi

2 2
niyp > ny —n;+1~n;.

Zato je
Nipy ~ 0y
i opcenito
2k
Nijp = n; .
Dakle
log(ny;) ~ 2%log(n3) = 2561og(159223)
= 1331.7.

Po ovoj procjeni, broj ny; ima oko 1332 znamenke.
Njegova to¢na vrijednost je

nyp =2039986670...410165441 .

1348 znamenaka

Zadatak 5. Napi8i kod koji ¢e odrediti pohlepne
prikaze ovih razlomaka. (Program koji ¢ete koristiti
mora imati moguénost racunanja s neograni¢enim
brojem znamenaka.)

U sljedecoj tablici napisan je najkra¢i moguci pri-
kaz za prvih nekoliko razlomaka s malim brojnicima
i nazivnicima.

Radi jednostavnosti koristit éemo sljedeci jednos-
tavniji zapis ovih razlomaka. Umjesto prikaza

5 1 1 1

- 3" 9%
dovoljno je navesti samo nazivnike (jer su brojnici
jednaki 1). Upravo na taj nacin su i Egipéani za-
pisivali svoje razlomke (dakako, koriste¢i se samo
simbolima razli¢itim od arapskih brojki):

5
17 = [3.9.99].
2/3 =1[2,6]
2/5 = [3,15]
3/5=[2,10]
4/5=1[2,4,20] = [2,5,10]
2/7 = [4,28]
3/7 =[3,11,231] = [3,12,84] = [3, 14,42)]
= [3,15,35] = [4,6,84] = [4,7,28]
4/7=[2,14]
5/7=1[2,5,70] = [2,6,21] = [2,7, 14]
6/7 = [2,3,42]
3/8 = [3,24] = [4,8]
5/8 =1[2,8]
7/8 =[2,3,24] = [2,4,8]
2/9 = [5,45] = [6, 18]
4/9=[3,9]
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5/9 =[2,18]

7/9 = [2,4,36] = [2,6,9]

8/9 = [2,3,18]
2/11 = [6,66]
3/11 = [4,44]
4/11 = [3,33]
5/11=[3,9,99] = [3,11,33] = [4,5,220]
6/11 = [2,22]

[

7/11 = [2,8,88] = [2,11,22].

Pronalazenje svih moguc¢ih najkra¢ih prikaza egi-
patskih razlomaka za razlomke s malim brojnikom
i nazivnikom jest zgodan problem koji se moze ri-
jesiti u okviru nastave programiranja.

Zadatak 6. Odredi sve najkrace prikaze razloma-

ka 8 9 10
11 11t 1

pribrojnika)

(Svaki od njih ima to¢no Cetiri

Evo i odgovora. Prvi je razlomak pravi bogatas u
tim prikazima, ima ih to¢no petnaest!

8
17 = [2.5.37,4070] = [2,5,38, 1045]

= [2,5,40,440] = [2,5,44,220]
=[2,5,45,198] = [2,5,55,110]
=[2,5,70,77) = [2,6,17,561]
=[2,6,18,198] = [2,6,21,77]
=[2,6,22,66] = [2,7,12,924]
=[2,7,14,77] = [2,8, 10, 440]

=1[2,8,11,88]
Prikazi preostalih dvaju su:

9

- [2,4,15,660] = [2,4,16,176]
=[2,4,20,55] = [2,4,22,44]
=[2,5,10,55]

10

o= [2,3,14,231] = [2,3,15,110]

=[2,3,22,33].

Nastavit ¢e se...

Al £EPA\ATIAAN
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