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Rjesavanje nekih
racionalnih jednadzbi

sustavom algebarskih jednadzbi

llija llisevic, Osijek

U ovom je ¢lanku obradena jedna tema prikladna za dodatnu nastavu matematike, posebno za
pripremu u¢enika za matemati¢ka natjecanja.

Poznato je da iracionalnim jednadzbama naziva-
mo jednadzbe kod kojih je nepoznanica pod ko-
rijenom. U pravilu, takve jednadzbe rieSavamo tako
da ih, nakon pogodnog sredivanja, potenciranjem
s najmanjim zajedni¢kim viSekratnikom ekspone-
nata korijena, svedemo na algebarske jednadzbe,
koje zatim rijesimo. Kako potenciranjem ne do-
bivamo ekvivalentnu jednadzbu, nego jednadZbu
koja ima visak korijena, potrebno je provjeriti koja
od dobivenih rjesenja zadovoljavaju polaznu jed-
nadzbu.

Neke iracionalne jednadzbe su rjesive samo uvo-
denjem novih nepoznanica. Pokazat ¢emo to na
nekoliko zadataka, a zatim dati odreden broj zada-
taka za vijezbu. Jednadzbe ¢emo rieSavati u skupu
R.

Rijesite sljedete jednadzbe:

Zadatak 1. /T +x+ /1 —x = 2.

Rjesenje. Uvedemo nove nepoznanice

u= YTtz v=vl-x
Tada dobivamo sustav
utv=2 1w +v=2.

llija lligevi¢, umirovljeni profesor Ill. gimnazije, Osijek

Iz prve jednadzbe sustava izrazimo v = 2 — u,
a zatim uvrStavanjem u drugu jednadzbu dobiva-
mou +2—uP =2t —2u+1=0.
RjeSenje ove kvadratne jednadzbe je u = 1. Ta-
daiz VT+x=1, potenciranjem sa 3 dobivamo
1+x =1, x = 0. Provjera pokazuje da O jest
rieSenje dane iracionalne jednadzbe.

Napomena. Danu iracionalnu jednadzbu bismo na
klasi¢an nacin rjesavali redom ovako:

Ntx+VT—x=2
(VI+x)° + (V1 =27+

B3I +xvT—x(VT+x+VI—x) =8

l+x+1—-x+371-x2.2=38

631 —x2=6

V1i-x=1

1-x*=1
=0
x=0.

Zadatak 2.

\3/2—x+ \3/4—x: \3/6—2x.
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RjeSenje. Uvedemo nove nepoznanice:

\3/2—x=u7 N —
Tada je
u+v=+v6-2x i w4+ =6—2x.

Kubiranjem prve jednadzbe sustava dobivamo u?+
v+ 3uv(u +v) = 6 — 2x, $to zbog druge jed-
nadzbe sustava postaje 3uv(u + v) = 0.

Odatlejeu = Oiliv=0iliu+v = 0. Akojeu = 0,
ondaje V2—x=0,x =2, akojev = 0, onda
je V4 =x=0,x=4, aakojeu+v =0, onda
je V6 —2x=0,x=3. Provjera pokazuje da su
brojevi 2, 3 i4 rieSenja dane iracionalne jednadzbe.

Zadatak 3.

VXt3+v94 _—x=5.

RjeSenje. Da bi jednadZba imala smisla, mora biti
istodobnox+3 > 0i94 —x > 0, tj. x € [-3,94].
Uvedemo nove nepoznanice:

\4/x+3:u20, \4/947x:v20.
Tada je
u+v=5 i ut+y*=97

Transformirajmo drugu jednadzbu, redom, na slje-
dec¢i nadin:
(u? +v*)? = 2u>* =97
[(u+v)* — 2uv]2 —2u*v* =97
(5% = 2uv)? — 2u*v* =97
625 — 100uv + 4u*V? — 2u*v* — 97 =0
2u*v? — 100uv + 528 = 0
u*v? — 50uv + 264 = 0.
Rjesavanjem ove kvadratne jednadzbe dobivamo

uv = 44 ili uv = 6. Dobili smo dva sustava jed-
nadzbi: prvi je

u+v=>5, wuv=44,

a drugi
u+v=>5, uv==0.

Brojevi u i v su prema Vieteovim pravilima rieSenja
dviju kvadratnih jednadzbi: > — 5t + 44 = 0 i
> — 5t + 6 = 0. Prva jednadzba nema riedenja
u skupu R, a rjeSenja druge su t; = 3, 1, = 2.
Dakle, u = 3,v = 2iliu = 2,v = 3. Tada iz
Yx + 3 = 2 dobivamo x; = 13,aiz \4/x +3=3
dobivamo x, = 78. Provjera pokazuje da ti brojevi
jesu rieSenja dane iracionalne jednadzbe.

Zadatak 4.

2 —x+vVx—1-1=0.

Rjesenje. Da bi jednadzba imala smisla, mora biti
x—12>0,tj.x > 1. Uvedemo nove nepoznanice:

\3/2—x:u, x—1=w.
Tada je
u+v=1 i W+ =1.

Iz prve jednadZbe sustava izrazimo v = 1 — u i
uvrstimo u drugu jednadZbu. Imamo redom

w4 (1—u)? =1
W —2u=0
u +u—2)=0
u(u+2)(u—1)=0

l/t1:0, u2:—2, u3:1.
Stoga je
\3/2—x:0, pajex; = 2;
V2—x=-2, pajex, = 10;

7

—x=1, pajexz=1.

Provjera pokazuje da su dobiveni brojevi rieSenja
dane iracionalne jednadzbe.

Zadatak 5.
2 7 7 —
X —F—f— x—;—x.

Rjesenje. Da bi jednadzba imala smisla, mora biti

7 7
xz——2 >0,x— — >0,x> 0. Uvedemo nove
X X

nepoznanice:

2 7_ 7_
x—;—u, X—;—V.
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Tada je

u-+v=ux, w—v=x—x
Iz druge jednadzbe sustava dobivamo najprije
(u+v)(u—v) = x> —x, azatimx(u—v) = x(x—1).
Kako je x # 0, slijedidajeu —v=x—1. Tadaiz
sustava jednadzbi

u+v=x, u—v=x—1

dobivamo v = l Stoga je x — l = l odnosno
2 x2 4

4x> — x* — 28 = 0. Ako posliednja jednadzba
ima racionalne korijene, onda su oni jednaki kvo-
cijentu dijelitelja slobodnog Clana —28 i vodeceg
koeficijenta 4. Kako su djelitelji broja —28 elemen-
ti skupa {£1,+2,+4,+7, +14, +£28}, a djelitelji
broja 4 elementi skupa {£1,+2, +4}, slijedi da
su kandidati za racionalne korijene elementi skupa

7 1 7

{il, 42,44, 47, +14, £28, j:l, +o, 4, i—}.

22474

Provjeravanjem se vidi da je x = 2 korijen jed-
nadzbe. Tada imamo
4o — x* — 28 = 4x® — 8x* + T — 28

=4 (x —2) +7(x* — 4)

= 4x%(x—2) +7(x—2)(x + 2)

= (x —2)(4x* + 7x + 14).
Jednad?ba 4x? 4+ 7x + 14 = 0 nema realne korije-

ne. Uvrstavanjem u danu jednadzbu vidimo da je
x = 2 korijen dane iracionalne jednadzbe.

Zadatak 6.
1 . 2 B 1
Vit3 JV2-9 Vx-3

Rjesenje. Da bi jednadzba imala smisla, mora biti
x+3>0ix—3>0t.x > 3 Uvedemo nove
nepoznanice

u=+vx+3, v=+vx-—3.
Tada dobivamo sustav jednadzbi

1 2 1

==, V=6

u uv v
Iz prve jednadzbe sustava, nakon mnozenja jed-
nadzbe sa uv, dobivamo u — v = 2, $to uvrsteno u

drugu jednadzbu daje 2(u + v) = 6. RjeSavanjem
sustava
u—v=2, ut+v=3

5 5
dobivamo u = 5 Tada iz Vx+3 = 2 imamo
13 1
X = 7= 31, Sto je i rjeSenje dane iracionalne
jednadzbe.
Zadatak 7.

Va2 +4x+ 842 +4x+4=1/2(x> +4x +6).

Rjesenje. Neka je
U=x>4+4x+8>0, v=x>+4x+4>0.
Tada je

Vit + Vv =+vu+v.

Kvadriranjem druge jednadZbe i sredivanjem dobi-
vamo 2y/uv = 0, tj. uv = 0. Tada je u = 0 ili
v = 0. Ako je u = 0, onda iz prve jednadzbe dobi-
vamo v = —4, §to ne zadovoljava uvjetv > 0. Ako
je v = 0, onda dobivamo (x +2)? = 0, x = —2.
Provjera pokazuje da x = —2 zadovoljava danu
jednadzbu, pa jest njeno riesenje.

u—v==4 i

Zadatak 8.
1 —
V3 —x—4/ x:l.
2—x
Rjesenje. Neka jeu = v/3—x > 0iv =

17
FZO,x#Z. Tada je
2—x

I—x X2—4x+5

=1 i PP
u—v I u v X 2 x 7 x
RjeSavanjem sustava
2 _4x+5
u—v=1, (u—v)(u—|—v):x27xjL
—X
dobivamo 2 —5x+7
U= ———,
2—x
b S
2 37.X':27x+
—X
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Odatle kvadriranjem i sredivanjem dobivamo sime-
tricnu algebarsku jednadzbu

=6+ 112 —6x+1=0.

Kako je x # 0, slijedi da ovu jednadzbu smijemo
podijeliti sa x>. Dobivamo

1

1
X —6x+11-6-=+ = =0,
X X

odnosno

1 1
<x2+—2>—6(x+—>+1120.
X X

Uvedemo zamjenu
1
X+ - =t
X
Tada je 1
x2 + ) = l2 — 2,
X
pa jednadzba prelazi u
£ —2—6t+11=0,
1.
(t - 3)2 = 07
pa je t = 3. Slijedi

1
X+ - =3.
X

Ova jednadzba se mnozenjem sa x svodi na kvad-
ratnu
¥ =3x+1=0,

kojoj surjeSenjax;, =
3-45

iracionalne jednadzbe.

. Provijerom se vidi

dax = jest, a nije riesenje dane

Zadatak 9.
2 Vix+2 V2
— + =0.
Vx+1 Va2 —1 Vx—1
RjeSenje. Neka jeu = vx+1 > 0iv =

vx—1>0. Tadaje

2 \/10x+2+£70
S+ =0.

u uy

u? =x+1, v=x-1
dobivamo
10x + 2 = 5u* + 5v* + 2.
Sada imamo sustav jednadzbi
W —v =2, ZVmeJr\/Eu =0,
.
w—v =2, 3u? — 4\ 2uy +1* = 2.

RjeSavanjem posliednjeg sustava dobivamo u? —
V2uv = 0, odakle je u; = 0 ili u, = 2.
Medutim, © = 0 ne zadovoljava uviet u > 0. Iz
u? —v?* = 2iu = +/2v dobivamo v* = 2. Stoga
ex—1=2pajex=23.

Zadatak 10.

%/(x—i—a)z—k %/(x—a)z—l— \3/x2—a2= V.

Rjesenje. Ako je a = 0, ondajeix = 0. Pretpos-
tavimodajea # 0. Nekajeu =x+aiv=x—a.
Tada dana jednadzba poprima oblik

V2 + v + I =V,

MnozZenjem ove jednadzbe sa /u — /v # 0 do-
bivamo

u—v= W(V — ).
Dakle, imamo sustav
Vu— v =2va.
Kubiranjem druge jednadzbe sustava dobivamo

u—v =33 (Ju—Jv) = 8a,

u—v=2a,

.
2a — 3Yuv - 2Ya = 8a,
odnosno

Viv= -V,

Dakle,

u—v=2a, u=—a.

RjeSavanjem ovog sustava dobivamo

u(u —2a) = —a*,
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W —2au+a* =0,

odnosno
(u—a)®*=0.

Dakle, u = a. Tada je x = 0 za svakia € R.

Zadatak 11.
(@a—x)Vx—b+(x—b)Va—x a—b
Va—x+Yx—b 2 7
a,b e R.

Rjesenje. Uvedemo nove nepoznanice:
4
u=+va—x, v=+vx—b.
Dobivamo sustav

4 4
4 4 u'v 4+ uy a—>b
— _b —
u+vi=a , T = 3

Zamijenivsi u drugoj jednadzbi sustava a — b sa
u* +v* imamo redom

uy + u? . ut + v
u+v 2
2ty + 2w = P+t +utv+r?

WAy —udtv—wt =0

(= w*) — (utv =) =0
(' —vh) —v(t —v) =0
(u* = vH(u—v)=0

(=) (u+v) (@ +*) (u=v) = 0
(u—v)*(u4v)(u® +v*) = 0.

Kako dva posljednja faktora ne mogu biti jednaki
nulazau,v # 0, slijedidajeu —v =01 u = v.

_ , a+b ,
Tadajea—x =x—b,pajex = — Provjerom

a
zakljucujemo da je x =

rieSenje polazne
jednadzbe ako je a > b.

Zadatak 12.

Vi —2)(x—32) -

Y= Dx—33) =

Rjesenje. Neka je {/(x—2)(x—32) = u,
Y/ (x —1)(x — 33) = v. Tada imamo sustav

u—v=1,
v = (x—2)(x—32)—(x—1)(x—33) = 31,
g,
u—v=1, w—v =31.
Kako je
W —v = (u—v)u* + v+ PV +w? +0Y),
slijedi da je

ut + v + PV + w4+ =31, (H

Potenciranjem sa 4 prve jednadzbe sustava dobi-
vamo

ut — 4l + 6P — 4w+t = 1. (2)

Oduzevsi od (1) jednakost (2) dobivamo redom
503y — 5uv? + Sy’ = 30,

Wy — ut? +uv —6=0,

w(? +v*) —i?v? —6 =0,
w[(u —v)? +2uv}7uv -6=0,
w(2uv + 1) — u?v* —6 =0,

(wv)* +uv — 6 = 0.

Odatle je uv = 2 ili uv = —3. Dakle, imamo dva
sustava jednadzbi:

prvii  wv =2, u—v=1,
drugi:c wv=-3, u—v=1.

Drugi sustav nema realnih rieSenja, a iz prvog nala-
zmou; =2,vi =1iliuy =—1,v, = —2. Sada
lako nalazimo korijene dane jednadzbe:

X172 =17+ V 257, X374 =17+ V 224.

Zadatak 13.

6Vx—3+Vx—2=5%(x—2)(x—3).

Rjesenje. Da bi jednadzba imala smisla, mora biti
(x—=2)(x—3)>0t.x € (—00,2] U [3,+00).
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Uvedemo nove nepoznanice: u = \G/x -3 v=
¥/x — 2. Tada dobivamo sustav jednadzbi

6u> —5uv +1* =0, u®—v°=—1.
Iz prve jednadzbe imamo redom

6(3)2—5-%“:0

1%

().~

= ! ili = !
u = 2V u = 3V.
6
Tada iz 1v — 1% = —1 dobivamo v = o4 a
2 63’
6
1 729
iz <3v> —1% = —1 dobivamo v* = 78 Stoga
je
) 64 aie 190
xX—2=— X=—
63’ pa | 63’
ili
x—Z—E aje x——2185
7 R ST
Zadatak 14.
2Vx+1—Va—1= Vv

Rjesenje. Da bi jednadzba imala smisla, mora bi-
tixy—12>0 t.x € (—o0,—1] UL, +00) I

2Vx+1—Vx—1>0t.2vx+1> Vx— L

Prvi slucaj. Neka je x € ( —oo, —1]. Tada uvodimo

zamjenu
= =1 —X, v= 1T=x
i dobivamo homogenu jednadzbu 2u? +uv —v? =
0, ti.
2
2(5) + % -1=0.
v v
Odatle je
w_1 ili 4 1
v o2 y
t.
1 i
u=—-v ili u=—v
2

Stoga je

1
\(V—l—x: 5\(71—x

V-1-x= —\6/1 —X.
, . , 65
Iz prve jednadzbe dobivamo x = 63 dok druga

nema rjeSenja.

Drugi slucaj. Neka je x € [1,+o00) i uvedemo
zamjenu

u:\6/x+1, v=x— 1.
2

Dobivamo homogenu jednadzbu 2u* — uy —v? =
0, odakle je

u u 1
-—=1 i —=-=
% "y 2’
.
| 1
u=v i u=—=v.
2
Stoga je
\6/x—|—1: x—1
ili
Vx+1=—=Vx—1

Prva jednadzba nema rjesenja, a iz druge dobi-

vamo x = 5 Sto ne zadovoljava uvjet x €
[1,400).
Dakle, 6qjana iracionalna jednadzba ima rjeSenje
et
Zadatak 15.
VEETSAY o 783

Rjesenje. Neka je

VX2 + 784 +x
u=\l— >0,

v=1\/x\/x2+784 —x2>0.
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Tadajeu —v =3i

2 78
=\ o X x2+78 4 — x2

—\/ x2—|—78 2 _x2 =28

Rjesavajuci ovaj sustav dobivamo u = 7, v = 4, ili
u = —4, v = —7. Negativno rjeSenje otpada. Iz

X2+ 784 4+ x .
— =7 dobivamo, redom,
X

X2+ 784 +x = 49x

\Vx2 + 784 = 48x

2o 784
2303
4+/47
= ﬁ:—.
47
Negativno rie$enje ne zadovoljava vx% + 784 =
48x, pa je vai
X xX=—
paj 47

Zadatci za vjezbu

Rijesite u skupu R sljedece iracionalne jednadzbe:

VS Va5 - Ya =V
V8+x+VB—x=4
VI0—x—3—x=1
Vatd+Vd—x=2

V/4(Bx+4) — 33[Ax-7) =1
V2+V10+2x+ VVI5—2x—9=0
Yo+ 1223/ (x—12=v2 -1

2Vx — 1+ V27— 14x=1

V/(8—x)2+ /(27 + x)2— 3/ (8—x) (27 + x)=7
VIT+x+920—x=5

© No o wdhd =

©

—
©

_ - - -
A WO DN =

V=24 VA —x=2
VA 15—
VXA VAT —x =4
VB0 Fx+V2—x=4

15.

x=1=2

VX+ 1+ V3l —x=4

16. m—,ﬂ“;l—
7l L3
x J1—-x2 12
18. VAx+11+3x+4-7=0
19. V24 +x+/12—x=6
20. Yx—2+Vx+1=3
21, V/7x2 4+ 8x + 10 — V/7x2 — 8x + 10 = 2x
22 V22 +3x+2 - V22 +3x—5=1
1 6 R
V10 VA i1 20 vii2
24, /(x—2)(x—32) — Y (x—1)(x—33) =1

23.

Rjesenja zadataka za vjezbu

1.x=64, 22.x=0, 3. x € {2,11},
43
4. x € {—4,4}, SxE{ EL 4}

1 9
6.x€¢—-,3 7.x€{0,

2’ } 7
8.x€{-7,0,2}, 9. x € {-19,0},
10.x€ {—61,4}, 11.x =3, 12.x =1,
13. x € {—40,40}, 14. x € {-79, 1},

1++/5 3 4
. X €

15. = 15, 16. = , 17 -, =
* * 2 55
18.x =4, 19. x € {88, 24,3}, 20. x = 3,
7
21.xe{-1,1},22.x € {—5,2}, 23. x = 62,

24. x5, = 17+ V257
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