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�� �������� ����	 ��� �� ������� �� �� � ��� �� ����

� ������

- �
� ��� ���� �� ���� ����� 	� ����	��� 	 � � � ����

/���� ���� �� ��� ��� � ��
� �� �  ��� � �� �

�
���
� �� �� �� 
� �� �� ��� �� ������/������� �� �

�� 
� �� ��������C ��� �����  ��� � ����	 � �� ��� 	 
�� �

R�

+ ����	��� 	����� �� ���� �����(

$������ �� 3√1 + x + 3√1 − x = 2.

���������� ������ � ��� �� ��� ���

u = 3√1 + x, v = 3√1 − x.

: � �� ������ � � 	 �	 �� �

u + v = 2, u3 + v3 = 2.

'� � ��� ���� ����� 	�	 �� �� ���� ��� � v = 2 − u�

� �� ��� ����	 �� �� ��� � ����� ���� ����� ������ �

� � u3 + (2 − u)3 = 2� ���u2 − 2u + 1 = 0�

+ ���	 ��� ��� 
�� ��� �� ���� ����� �� u = 1� : � �

�� �� 3√1 + x = 1�� ������� ��� 	 � 3 ������ � �

1 + x = 1� x = 0� �������� � �
� ���� �� 0 ��	 �

����	 ��� �� � ��� ���� �� ���� ������

���
����� �� � ��� ���� �� ���� ����� ��	 � � �


�� 	���� � �������	 � �� ������� ��� 
�(

3√1 + x + 3√1 − x = 2

( 3√1 + x)3 + ( 3√1 − x)3 +

+3 3√1 + x 3√1 − x( 3√1 + x + 3√1 − x) = 8

1 + x + 1 − x + 3 3
√

1 − x2 · 2 = 8

6 3
√

1 − x2 = 6
3
√

1 − x2 = 1

1 − x2 = 1

x2 = 0

x = 0.

$������ ��

3√2 − x + 3√4 − x = 3√6 − 2x.

?���� ?�������'�
�� �	�������� 	�����	 ???��� �� ����
6 �����
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	���� ���� � �
��������

���������� ������ � ��� �� ��� ���(

3√2 − x = u, 3√4 − x = v.

: � �� ��

u + v = 3√6 − 2x � u3 + v3 = 6 − 2x.

?����� ��� � ��� ���� ����� 	�	 �� �� ������ � � u3+
v3 + 3uv(u + v) = 6 − 2x� �	 �� ���� ����� ����

� ����� 	�	 �� �� � �	 �� �� 3uv(u + v) = 0�

> �� ��� �� u = 0 ���v = 0 ���u+v = 0�9
� �� u = 0�

��� �� 3√2 − x = 0�x = 2D � 
� �� v = 0����

�� 3√4 − x = 0�x = 4�� � 
� �� u + v = 0����

�� 3√6 − 2x = 0�x = 3��������� � �
� ���� �� 	 �

�������2�3 �4 ����	 ��� �� � ��� ���� �� ���� ������

$������ ��

4√x + 3 + 4√94 − x = 5.

���������� �� ������ ����� �� � �� 	 � �	�� �� ��� ����

�	������ x+ 3 ≥ 0 �94− x ≥ 0����x ∈ [−3, 94]�
������ � ��� �� ��� ���(

4√x + 3 = u ≥ 0, 4√94 − x = v ≥ 0.

: � �� ��

u + v = 5 � u4 + v4 = 97.

: �� 	���� ��� �� � ����� ���� ����������� �� 	����

�� ��� ���(

(u2 + v2)2 − 2u2v2 = 97[
(u + v)2 − 2uv

]2 − 2u2v2 = 97

(52 − 2uv)2 − 2u2v2 = 97

625 − 100uv + 4u2v2 − 2u2v2 − 97 = 0

2u2v2 − 100uv + 528 = 0

u2v2 − 50uv + 264 = 0.

+ ���	 � �� ��� ��� 
�� ��� �� ���� ����� ������ � �

uv = 44 ���uv = 6� ������	 � � ��� 	 �	 �� �� ����

� �����(� �����

u + v = 5, uv = 44,

� �����

u + v = 5, uv = 6.

@������u �v 	 � � ��� � <�E������� � �� ����� � ����	 ���

����� 
�� ��� ��� ���� �����( t2 − 5t + 44 = 0 �

t2 − 5t + 6 = 0� ���� ���� ����� �� � ����	 ���

� 	 
�� � R� � ����	 ��� ����� 	� t1 = 3� t2 = 2�

�� 
��� u = 3, v = 2 ���u = 2, v = 3� : � �� ��
4√x + 3 = 2 ������ � � x1 = 13�� �� 4√x + 3 = 3
������ � � x2 = 78��������� � �
� ���� �� ���������

��	� ����	 ��� �� � ��� ���� �� ���� ������

$������ 9�

3√2 − x +
√

x − 1 − 1 = 0.

���������� �� ������ ����� �� � �� 	 � �	�� �� ��� ����

x− 1 ≥ 0����x ≥ 1������� � ��� �� ��� ���(

3√2 − x = u,
√

x − 1 = v.

: � �� ��

u + v = 1 � u3 + v2 = 1.

'� � ��� ���� ����� 	�	 �� �� ���� ��� � v = 1 − u �

���	 ��� � � ����� ���� ������'� � � � �����

u3 + (1 − u)2 = 1

u3 + u2 − 2u = 0

u(u2 + u − 2) = 0

u(u + 2)(u − 1) = 0

u1 = 0, u2 = −2, u3 = 1.

����� ��

3√2 − x = 0, � � �� x1 = 2;
3√2 − x = −2, � � �� x2 = 10;

3√2 − x = 1, � � �� x3 = 1.

�������� � �
� ���� �� 	 � ������������������	 ���

�� � ��� ���� �� ���� ������

$������ 8�√
x2 − 7

x2
+

√
x − 7

x2
= x.

���������� �� ������ ����� �� � �� 	 � �	�� �� ��� ����

x2 − 7
x2

≥ 0�x − 7
x2

≥ 0�x > 0������� � ���

�� ��� ���(√
x2 − 7

x2
= u,

√
x − 7

x2
= v.

!(( �	��� !������ "�!����� ��� #$"%



: � �� ��

u + v = x, u2 − v2 = x2 − x.

'� ����� ���� ����� 	�	 �� �� ������ � � � �� ����

(u+v)(u−v) = x2−x�� �� ��� x(u−v) = x(x−1)�
? � 
� �� x �= 0�	�������� �� u − v = x − 1�: � �� ��

	�	 �� �� ���� �����

u + v = x, u − v = x − 1

������ � � v =
1
2

������ �� x − 7
x2

=
1
4

���	�

4x3 − x2 − 28 = 0� 9
� � �	������ ���� �����

�� � �� ���� �� 
���������� 	� ������ 
�
���

������ ���������� 	������� ���� � −28 ����� ���


��������� 4�? � 
� 	� ��������������� −28 ���� ��

��	
�� � {±1,±2,±4,±7,±14,±28}�� ����������

����� 4 ���� ���	
�� � {±1,±2,±4}� 	��������

	� 
� ���� ���� �� ���� �� 
������ ���� ���	
�� �{
±1,±2,±4,±7,±14,±28,±1

2
,±7

2
,±1

4
,±7

4

}
�

�������� �� ��� 	� ������ �� x = 2 
���������

� ������: � �� �� � � �

4x3 − x2 − 28 = 4x3 − 8x2 + 7x2 − 28

= 4x2(x − 2) + 7(x2 − 4)

= 4x2(x − 2) + 7(x − 2)(x + 2)

= (x − 2)(4x2 + 7x + 14).

C ��� ����� 4x2 + 7x + 14 = 0 �� � ��� �� 
������

������	 �� �� ��� � �� � ���� ����� ����� � �� ��

x = 2 
������� � ��� ���� �� ���� ������

$������ :�

1√
x + 3

+
2√

x2 − 9
=

1√
x − 3

.

���������� �� ������ ����� �� � �� 	 � �	�� �� ��� ����

x + 3 > 0 �x − 3 > 0 ���x > 3������� � ���

�� ��� ���

u =
√

x + 3, v =
√

x − 3.

: � �� ������ � � 	 �	 �� � ���� �����

1
u

+
2
uv

=
1
v
, u2 − v2 = 6.

'� � ��� ���� ����� 	�	 �� �� � � 
�� ������ ����

� ����� 	 � uv������� � � u− v = 2��	 �� ����	 ��� �

����� ���� ����� �� �� 2(u + v) = 6�+ ���	 � �� ���

	 �	 �� ��

u − v = 2, u + v = 3

������ � � u =
5
2

� : � �� ��
√

x + 3 =
5
2

�� � � �

x =
13
4

= 3
1
4

� �	 �� �� �����	 ��� �� � ��� ���� ��

���� ������

$������ 2�√
x2 + 4x + 8 +

√
x2 + 4x + 4 =

√
2(x2 + 4x + 6).

���������� - �
� ��

u = x2 + 4x + 8 ≥ 0, v = x2 + 4x + 4 ≥ 0.

: � �� ��

u − v = 4 �
√

u +
√

v =
√

u + v.

? �� ����� ��� ����� ���� ����� �	 ��/��� ��� �����

�� � � 2
√

uv = 0� ���uv = 0� : � �� �� u = 0 ���

v = 0�9
� �� u = 0���� �� � ��� ���� ����� �����

�� � � v = −4��	 �� � �� ������� �� �����v ≥ 0�9
�

�� v = 0���� ������ � � (x + 2)2 = 0�x = −2�

�������� � �
� ���� �� x = −2 �� ������� �� �� �

���� ������� � ��	 ���� ����	 ����

$������ ;�
√

3 − x −
√

1 − x
2 − x

= 1.

���������� - �
� �� u =
√

3 − x ≥ 0 �v =√
1 − x
2 − x

≥ 0�x �= 2�: � �� ��

u−v= 1 � u2−v2 = 3−x−1−x
2−x

=
x2−4x + 5

2−x
.

+ ���	 � �� ��� 	 �	 �� ��

u − v = 1, (u − v)(u + v) =
x2 − 4x + 5

2 − x

������ � �

2u =
x2 − 5x + 7

2 − x
,

���

2
√

3 − x =
x2 − 5x + 7

2 − x
.

!(+



	���� ���� � �
��������

> �� ��� 
�� ����� ��� �	 ��/��� ��� ������ � � 	�� ��

������ � ����� �	 
� ���� �����

x4 − 6x3 + 11x2 − 6x + 1 = 0.

? � 
� �� x �= 0�	�������� ��� ���� ����� 	 � ���� �

� ���������	 � x2������� � �

x2 − 6x + 11 − 6 · 1
x

+
1
x2

= 0,

���	�(
x2 +

1
x2

)
− 6

(
x +

1
x

)
+ 11 = 0.

������ � �� � ���

x +
1
x

= t.

: � �� ��

x2 +
1
x2

= t2 − 2,

� � ���� ����� � ���� ���

t2 − 2 − 6t + 11 = 0,

���

(t − 3)2 = 0,

� � �� t = 3��������

x +
1
x

= 3.

> �� ���� ����� 	 � � ������� 	 � x 	 ����� 
�� ��

�� ��

x2 − 3x + 1 = 0,


����	 � ����	 ��� x1,2 =
3 ±√

5
2

���������� 	 � ����

�� x =
3 −√

5
2

��	 ���
3 +

√
5

2
��� ����	 ��� �� �

��� ���� �� ���� ������

$������ <�

2√
x + 1

−
√

10x + 2√
x2 − 1

+
√

2√
x − 1

= 0.

���������� - �
� �� u =
√

x + 1 > 0 �v =√
x − 1 > 0�: � �� ��

2
u
−

√
10x + 2

uv
+

√
2

v
= 0.

'�

u2 = x + 1, v2 = x − 1

������ � �

10x + 2 = 5u2 + 5v2 + 2.

�� �� �� � � � 	 �	 �� � ���� �����

u2−v2 = 2, 2v−
√

5u2 + 5v2 + 2+
√

2u = 0,

���

u2 − v2 = 2, 3u2 − 4
√

2uv + v2 = −2.

+ ���	 � �� ��� � �	������� 	�	 �� �� ������ � � u2 −√
2uv = 0� ��� 
�� �� u1 = 0 ���u2 =

√
2v�

A�/���� �u = 0 � �� ������� �� �����u > 0� '�

u2 − v2 = 2 �u =
√

2v ������ � � v2 = 2������

�� x − 1 = 2�� � �� x = 3�

$������ �1�

3
√

(x + a)2 + 3
√

(x − a)2 + 3
√

x2 − a2 = 3√
a2.

���������� 9
� �� a = 0���� �� �x = 0������ �	�

�� ��� � �� �� a �= 0�- �
� �� u = x+ a �v = x− a�

: � �� �� � ���� ����� � �� ��� � ����


3√
u2 + 3√uv + 3√

v2 = 3√
a2.

A������� ��� ���� ����� 	 � 3√u − 3√v �= 0 ���

���� � �

u − v = 3√
a2( 3√u − 3√v).

�� 
����� � � � 	 �	 �� �

u − v = 2a, 3√u − 3√v = 2 3√a.

?����� ��� ����� ���� ����� 	�	 �� �� ������ � �

u − v − 3 3√uv( 3√u − 3√v) = 8a,

���

2a − 3 3√uv · 2 3√a = 8a,

���	�
3√uv = − 3√

a2.

�� 
���

u − v = 2a, uv = −a2.

+ ���	 � �� ��� ���� 	�	 �� �� ������ � �

u(u − 2a) = −a2,

!(" �	��� !������ "�!����� ��� #$"%



���

u2 − 2au + a2 = 0,

���	�

(u − a)2 = 0.

�� 
���u = a�: � �� �� x = 0 �� 	 �� 
�a ∈ R�

$������ ���

(a − x) 4√x − b + (x − b) 4√a − x
4√a − x + 4√x − b

=
a − b

2
,

a, b ∈ R.

���������� ������ � ��� �� ��� ���(

u = 4√a − x, v = 4√x − b.

������ � � 	 �	 �� �

u4 + v4 = a − b,
u4v + uv4

u + v
=

a − b
2

.

!� � ������	�� ������ ���� �����	�	 �� �� a − b 	 �

u4 + v4��� � � � �����

u4v + uv4

u + v
=

u4 + v4

2
2u4v + 2uv4 = u5+uv4+u4v+v5

u5 + v5 − u4v − uv4 = 0

(u5 − uv4) − (u4v − v5) = 0

u(u4 − v4) − v(u4 − v4) = 0

(u4 − v4)(u − v) = 0

(u−v)(u + v)(u2 + v2)(u−v) = 0

(u − v)2(u + v)(u2 + v2) = 0.

? � 
� ��� � �	������ �� 
���� � � ��� �������� 
�

��� �� u, v �= 0�	�������� �� u − v = 0 ���u = v�

: � �� �� a−x = x−b�� � �� x =
a + b

2
����������

�� 
��������� � �� �� x =
a + b

2
����	 ��� � ��� ��

���� ����� � 
� �� a > b�

$������ ���

5
√

(x − 2)(x − 32) − 5
√

(x − 1)(x − 33) = 1.

���������� - �
� �� 5
√

(x − 2)(x − 32) = u�
5
√

(x − 1)(x − 33) = v�: � �� �� � � � 	 �	 �� �

u − v = 1,

u5−v5 = (x−2)(x−32)−(x−1)(x−33) = 31,

���

u − v = 1, u5 − v5 = 31.

? � 
� ��

u5 − v5 = (u − v)(u4 + u3v + u2v2 + uv3 + v4),

	�������� ��

u4 + u3v + u2v2 + uv3 + v4 = 31. (1)

�������� ��� 	 � 4 � ��� ���� ����� 	�	 �� �� �����

�� � �

u4 − 4u3v + 6u2v2 − 4uv3 + v4 = 1. (2)

> ������	��� 7)8 ���� 
�	 �7,8 ������ � � �����

5u3v − 5u2v2 + 5uv3 = 30,

u3v − u2v2 + uv3 − 6 = 0,

uv(u2 + v2) − u2v2 − 6 = 0,

uv
[
(u − v)2 + 2uv

] − u2v2 − 6 = 0,

uv(2uv + 1) − u2v2 − 6 = 0,

(uv)2 + uv − 6 = 0.

> �� ��� �� uv = 2 ���uv = −3��� 
����� � � � ���

	 �	 �� �� ���� �����(

� ���( uv = 2, u − v = 1,

�����( uv = −3, u − v = 1.

�����	�	 �� � �� � ��� ��� ����	 ��� �� �� � ���� � �� �

��� � u1 = 2�v1 = 1 ���u2 = −1�v2 = −2��� ��

�� 
� � �� ��� � 
������ �� � ���� �����(

x1,2 = 17 ±
√

257, x3,4 = 17 ±
√

224.

$������ ���

6 3√x − 3 + 3√x − 2 = 5 6
√

(x − 2)(x − 3).

���������� �� ������ ����� �� � �� 	 � �	�� �� ��� ����

(x − 2)(x − 3) ≥ 0 ���x ∈ 〈−∞, 2] ∪ [3,+∞〉�

!(#



	���� ���� � �
��������

������ � ��� �� ��� ���( u = 6√x − 3�v =
6√x − 2�: � �� ������ � � 	 �	 �� � ���� �����

6u2 − 5uv + v2 = 0, u6 − v6 = −1.

'� � ��� ���� ����� �� � � � �����

6
(u

v

)2
− 5 · u

v
+ 1 = 0(u

v

)
1,2

=
5 ± 1
12(u

v

)
1

=
1
2
,

(u
v

)
2

=
1
3

u =
1
2
v ��� u =

1
3
v.

: � �� ��

(
1
2
v

)6

− v6 = −1 ������ � � v6 =
64
63

��

��

(
1
3
v

)6

− v6 = −1 ������ � � v6 =
729
728

������

��

x − 2 =
64
63

, � � �� x =
190
63

,

���

x − 2 =
729
728

, � � �� x =
2185
728

.

$������ �9�

2 3√x + 1 − 3√x − 1 = 6
√

x2 − 1.

���������� �� ������ ����� �� � �� 	 � �	�� �� ��� ���

��x2 − 1 ≥ 0� ���x ∈ 〈−∞,−1] ∪ [1,+∞〉 �

2 3√x + 1 − 3√x − 1 ≥ 0����2 3√x + 1 ≥ 3√x − 1�

���� �������� - �
� �� x ∈ 〈−∞,−1]�: � �� ������ �

�� � ���

u = 6√−1 − x, v = 6√1 − x

������� � � ��� ���� ���� ����� 2u2 +uv−v2 =
0����

2
(u

v

)2
+

u
v
− 1 = 0.

> �� ��� ��
u
v

=
1
2

���
u
v

= −1,

���

u =
1
2
v ��� u = −v.

����� ��

6√−1 − x =
1
2

6√1 − x

���
6√−1 − x = − 6√1 − x.

'� � ��� ���� ����� ������ � � x = −65
63

���
 �����

�� � ����	 ��� �

���	� �������� - �
� �� x ∈ [1,+∞〉 ������� �

�� � ���

u = 6√x + 1, v = 6√x − 1.

������ � � ��� ���� ���� ����� 2u2 − uv− v2 =
0���� 
�� ��

u
v

= 1 ���
u
v

= −1
2
,

���

u = v ��� u = −1
2
v.

����� ��
6√x + 1 = 6√x − 1

���
6√x + 1 = −1

2
6√x − 1.

���� ���� ����� �� � ����	 ��� � � �� ����� �����

�� � � x = −65
63

� �	 �� � �� ������� �� ����� x ∈
[1,+∞〉�

�� 
��� �� � ��� ���� �� ���� ����� �� � ����	 ���

x = −65
63

�

$������ �8�√√
x2 + 784 + x

x
−

√
x
√

x2 + 784 − x2 = 3.

���������� - �
� ��

u =

√√
x2 + 784 + x

x
≥ 0,

v =
√

x
√

x2 + 784 − x2 ≥ 0.

!($ �	��� !������ "�!����� ��� #$"%



: � �� �� u − v = 3 �

uv =

√√
x2 + 784 + x

x
·
√

x
√

x2 + 784 − x2

=
√

(
√

x2 + 784)2 − x2 = 28.

+ ���	 � �� �� ����� �	 �	 �� � ������ � � u = 7�v = 4����

u = −4�v = −7�- ��� ���� ����	 ��� ��� � �� � '�√√
x2 + 784 + x

x
= 7 ������ � ������� �

√
x2 + 784 + x = 49x√

x2 + 784 = 48x

x2 =
784
2303

x = ±4
√

47
47

.

- ��� ���� ����	 ��� � �� ������� ��
√

x2 + 784 =

48x�� � �� x =
4
√

47
47

�

�� 
� ����� 	������

+ ����	��� � 	 
�� � R 	����� �� ��� ���� �� ���� �����(

��
√

5 + 3√x +
√

5 − 3√x = 3√x

�� 3√8 + x + 3√8 − x = 4

�� 3√10 − x − 3√3 − x = 1

9� 3√x + 4 + 3√4 − x = 2

8� 3
√

4(3x + 4) − 3
√

3(4x − 7) = 1

:�
3
√

2 +
√

10 + 2x + 3
√√

15 − 2x − 9 = 0

2� 3
√

(x + 1)2 − 2 3
√

(x − 1)2 = 3√x2 − 1

;� 2 3√x − 1 + 3√27 − 14x = 1

<� 3
√

(8−x)2+ 3
√

(27 + x)2− 3
√

(8−x)(27 + x)=7

�1� 4√77 + x + 4√20 − x = 5

��� 4√x − 2 + 4√4 − x = 2

���
4√x + 15 − 4√x − 1 = 2

��� 4√x + 41 + 4√41 − x = 4

�9� 4√80 + x + 4√2 − x = 4

�8� 4√x + 1 + 4√31 − x = 4

�:�
√

x + 1 −
√

x − 1
x

− 1 = 0

�2�
1
x

+
1√

1 − x2
=

35
12

�;� 3√4x + 11 +
√

3x + 4 − 7 = 0

�<� 3√24 + x +
√

12 − x = 6

�1� 3√x − 2 +
√

x + 1 = 3

���
√

7x2 + 8x + 10 −√
7x2 − 8x + 10 = 2x

���
√

2x2 + 3x + 2 −√
2x2 + 3x − 5 = 1

���
1√

3x + 10
+

6√
3x2 + 16x + 20

=
1√

x + 2

�9� 5
√

(x − 2)(x − 32) − 4
√

(x − 1)(x − 33) = 1

,���	��� ������
� �� �������

�� x = 64� �� x = 0� �� x ∈ {2, 11}�

9� x ∈ {−4, 4}� 8� x ∈
{
−43

12
, 4

}
�

:� x ∈
{
−1

2
, 3

}
� 2� x ∈

{
0,

9
7

}
�

;� x ∈ {−7, 0, 2}� <� x ∈ {−19, 0}�

�1� x ∈ {−61, 4}� ��� x = 3� ��� x = 1�

��� x ∈ {−40, 40}� �9� x ∈ {−79, 1}�

�8� x = 15� �:� x =
1 +

√
5

2
� �2� x ∈

{
3
5
,
4
5

}
�

�;� x = 4� �<� x ∈ {−88,−24, 3}� �1� x = 3�

��� x ∈ {−1, 1}� ��� x ∈
{
−7

2
, 2

}
� ��� x = 62�

�9� x1,2 = 17 ±√
257�
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