viSe nego u udzbeniku

Zlatnim rezom
do formule za sin 3°

Uvod

Poznato je da se s pomocéu elementarne geometrije
i Pitagorina pouc¢ka mogu lako odrediti vrijednosti
trigonometrijskih funkcija nekih specijalnih Siljastih
kutova (30°,45°, 60°) . Stovide, te vrijednosti ¢esto
istitemo u tablici nekih trigonometrijskih vrijednosti
(a o¢ekujemo i da ih prosjec¢an ucenik tre¢eg raz-
reda gimnazije zna napamet). Prirodno je pitati se
mozemo li pronaci eksplicitnu formulu za sinus i
kosinus kuta Cije su mjere u stupnjevima bilo koji
cijeli brojevi. U ovom radu izvest ¢emo formulu za
sinus i kosinus kuta mjere 3°. Za to ¢emo se koris-
titi poznatim vrijednostima za neke Siljaste kutove
(30° i 45°), adicijskim formulama za sinus i kosi-
nus, te svojstvima tzv. zlatnog trokuta. Nadalje, uz
pomo¢ formula trostrukog kuta mogle bi se odrediti
i eksplicitne vrijednosti za sin 1° i cos 1°, no vidjet
¢emo da je to prili¢no tezak problem buduc¢i da se
iza toga krije rjeSavanje jednadzbe tre¢eg stupnja,
odnosno kubne jednadzbe.

Zlatni trokut

Najprije se prisjetimo zlatnog reza — jednog od
najpoznatijin geometrijskin pojmova. Kazemo da
totka C dijeli duzinu AB u omjeru zlatnog reza ako
je omijer duljine duzine AB i duljine duzine AC jed-
nak omijeru duljine duzine AC i duljine duzine BC.
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Slika 1. Zlatni rez duzine AB
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Popularno je jos re¢i da je zlatni rez omjer u kojem
se vedi dio duljine duzine prema manjem odnosi
kao duljina ¢itave duzine prema ve¢em dijelu. Dak-
le, vrijedi

|AC|  |AB|

|BC|  |AC|

Odgovaraju¢om supstitucijom pojedinih duljina duzina,

tojestuz |AC| = ai|BC| = b dobivamo

a b
- =1+ -.
b +a

Otudauz x = g dobivamo da je
1
x=1+-, (D
X
pa je trazeni omjer % ocito pozitivno rieSenje zlatne
kvadratne jednadzbe
X¥—x—1=0,

odnosno
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UobiCajena oznaka za ovaj omier, to jest za zlatni
rez jest

~ 1.618033...

1++/5
¢® = 3

Napomenimo da se za zlatni rez koristimo jo$ i na-
zivom boZanski omjer te latinskim nazivom sectio
aurea. Osim u matematici, ovaj se omjer vrlo ¢esto
nalazi u likovnoj umjetnosti, arhitekturi ali i prirodi,
posebice u gradi ljudskog tijela. Nakon puno sto-
lie¢a opazanja, danas je opcenito prinvaceno da
ovaj rez predstavlja harmoniju u prirodi, a za neke i
savrSenstvo opazeno ljudskim okom.

Definicija 1. Jednakokracni trokut je zlatni trokut
ako je omjer duljine kraka i duljine osnovice jednak
zlatnom rezu, odnosno .

Zlatni trokut mozemo karakterizirati velicinom nje-
govih kutova, to jest vrijedi sljedecéa tvrdnja.

Teorem 2. JednakokraCni trokut je zlatni trokut ako
i samo ako mu je kut nasuprot osnovici jednak 36°.
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Slika 2. Zlatni trokut

Lema 3. Neka je AABC zlatni trokut s osnovicom
AB. Neka tocka D dijeli stranicu BC u zlatnom
omjeru, pri emu je DC dulji dio stranice. Tada je
ABDA zlatni trokut.

Dokaz. Pokazujemo da su trokuti ABC i BDA sli¢ni.
U tu svrhu promotrimo najprije omjer duljina strani-

AB|

cautrokutu BDA, odnosno omjer -——. Buducida

|BD|

tocka D dijeli stranicu BC u zlathom rezu, odnosno

|BC|

|BD|_\BC|—|CD\_ _l_(p—l_i
|BC]| |BC| ¢ ¢ @?’

pri ¢emu posljednja jednakost slijedi iz ¢injenice da
¢ zadovoljava jednadzbu (1). Dakle,

1
|BD| = —|BC].
¢

Iz prethodne jednakosti i Einjenice da je AABC zlat-
ni trokut, slijedi

AB _ ,|AB] _ 51

= =¢°— = 0.
|BD| |BC| ¢

Sada mozemo primijeniti S-K-S teorem o sli¢nosti
trokuta, odnosno teorem koji kaze da su dva trokuta
sli¢na ako su im dva para stranica proporcionalna,
a kutovi medu njima sukladni. Konkretno, u naSem
je slucaju

|BC] |AB|

= = ABC = JABD

pa zakljuCujemo da je AABC ~ ABDA, odnosno
da je ABDA zlatni trokut. ®

Dokaz teorema 2. Pretpostavimo da je AABC zlatni
trokut s osnovicom AB te da tocka D dijeli strani-
cu BC u zlatnom omieru, pri ¢emu je DC dulji dio
stranice (kao u lemi 3). Pokazat éemo da AD ras-
polavija kut pri vrhu A, odnosno <JCAB. Prema
lemi 3 slijedi da je ABDA Zzlatni trokut, odnosno
posebno i jednakokracan pa je |AB| = |AD].

Nadalje, kako je trokut ABC zlatni i to¢ka D dijeli
stranicu BC u zlatnom omijeru, slijedi

1 1
AB| = —|BC| = —(¢|DC]|) = |DC|.
|AB| (pl | (p(l ) = |DC|

Iz prethodne dvije jednakosti zaklju¢ujemo da je
|AD| = |DC]|, odnosno da je trokut CAD jedna-
kokraCan. Stoga su mu kutovi uz osnovicu AC
jednaki:

JCAD = JDCA = JBCA.

S druge strane je JBCA = <DAB jer su tro-
kuti ABC i BDA slicni (prema lemi 3). Dakle,
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JCAD = <DAB, $to znadi da AD raspolavija
kut pri vrhu A.

Ako kutove uz osnovicu AB trokuta ABC oznacimo
sa o, a kut pri vrhu sa y, onda smo upravo poka-
zali da vrijedi 2y = . Kako je u svakom trokutu
zbroj mjera unutrasnijih kutova jednak 180°, odnos-
no2o+y = 180°, slijedidaje o« = 72°, y = 36°.

Pokazimo obrat teorema. Pretpostavimo da je
AABC jednakokraéni trokut s kutom nasuprot os-
novici ¥ = 36°. Nadalje, pretpostavimo da je D
to¢ka na stranici BC takva da AD raspolavija kut pri
vrhu A. Tada su ocito i trokuti BDA i CAD jednako-
kraéni (jer prvi trokut ima unutrasnje kutove mjera
72°,72°,36°, a drugi 36°, 36°, 108°). Buduci da
su trokuti ABC i BDA sli¢ni, slijedi

AB| 1 |BC| _ |AB| | _|BD| |
|BC| |BC| [AB]
_ |BD| + |AB|
~ |aB]

Trokuti BDA i CAD su jednakokracni pa je |AB| =
|AD| = |DC], odnosno |BD| + |AB| = |BC|. Ko-
nacno, iz relacije
|AB| 4 |BC| _ |BC]|
B |AB

zaklju¢ujemo da se krak i osnovica trokuta ABC
odnose u omjeru zlatnog reza pa je AABC zlatni
trokut. M

Trigonometrijske vrijednosti
malih Siljastih kutova

Korolar 4. Vrijedi

1 1
s cos 18° = 5\/(p+2.

in18° =
sin 3

Dokaz. Neka je AABC zlatni trokut, te N noziste
visine iz vrha C (slika 3). Tada je JBCN = 18° te

1
_NB| 3Bl

18° = == = —,
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Slika 3. Pravokutni trokut u zlathom trokutu

Otuda je

cos 18° =

1 1
= 5\/—@2+2<p+3 =3V +2,

eric@>=¢@+1. m

11— — = =\/4— (g —1)2

Konkretno dobivamo

V51 . V10+2V5
sin 18 :T,COSIS =

Sada ¢emo primijeniti adicijske formule za sinus i
kosinus:

sin(o &+ B) = sin cccos B £ cos a sin 3,
cos(o = ) = cos o cos B F sin a sin 3.
Koristenjem vrijednosti trigonometrijskih funkcija za

specijalne kutove mjera 30° i 45°, lako mozemo
dobiti

~V2

sin 15° = sin(435° — 30°) = \@ff’
s V6+V2
cos 15° = —

pa je sve spremno za izracun sinusa i kosinusa vrlo
malog cjelobrojnog kuta mjere samo 3°. Dakle,

sin3° = sin(18° — 15°)
= sin 18° cos 15° — cos 18° sin 15°
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Uz malo truda dobiva se i

cos3° = /1 — (sin3°)’

=% 2+ 5 \/7+f+,/6(5+f)

Jasno je da uz pomo¢ adicijskih formula i nesto
viSe posla mozemo eksplicitno izraziti sve trigono-
metrijske vrijednosti kutova Cija je mjera viSekratnik
od 3.

Formulu za trigonometrijsku vrijednost kuta, Cija
je mjera proizvoljan cijeli broj, mogli bismo dobi-
ti ukoliko bismo raspolagali konkretnim izrazom za
sin 1°, Do njega mozemo do¢i koristenjem formule
frostrukog kuta za sinus

sin(3ct) = —4sin® o + 3sin a.. (2)

Dakle, sin 1° je rjesenje jednadzbe tre¢eg stupnja
3 1

x3—1x+zsin3°:0. (3)

(Tu smo se zapravo susreli s problemom trisekcije
kuta od 3° koja se upravo svodi na jednadzbu (3).)
Rjegenja jednadzbe oblika x* +px+¢ = 0 dana su
Cardanovim formulama, a uz malu se modifikaciju
mogu zapisati kao

Xy =u-+v, x2=M€+v82, x3:u82+vs,

RERCEe)

pri cemu se za u uzima bilo koji tre¢i korijen (komp-
leksnog broja). Lako se opaza da je € treCi korijen

gdje je

iz jedinice, to jest €3 = 1. Zbog same prirode
problema mozemo zakljuciti da ¢e jednadzba (3)
imati tri realna rjeSenja. Zaista, iz relacije (2) lako
se vidi da ¢e se uz rjeSenje x; = sin 1° pojaviti
jos i rieSenja x; = sin121° i x; = sin241° gdje
su i, j, k medusobno razli¢iti indeksiiz {1,2,3} (jer
ne mozemo sa sigurnoséu tvrditi da sin 1° odgo-
vara gore danom rjesenju x1). Kako je sin1° =~

sin0° = 0, sin 121° = sin 120° = ? ~ 0.857
| sin241° ~ sin 240° — —g ~ —0.857, nume-

rickom provjerom mozemo ustanoviti da je
x; = sin121°, x, = sin1°, x3 = sin241°,

pri Cemu smo trec¢i korijen kompleksnog broja
racunali kao

Ve o (53 00 ()

Nakon malo veceg algebarskog posla dobivamo
sliedeci izraz za sin 1°:

81% ((—1—1'\/5) YA+ Bi+(1-iV3) \3/A—Bi) ,
gdje je

A=V2(1+V3)(1-V5)+2(V3-1)\/ 5+V/5,

B:2\/§\/(\/§—1) 2(5+V5)+2(8+V3+V15).

Egzakini algebarski izrazi za sve vrijednosti sinu-
sa cjelobrojnih Siljastih kutova, to jest za sve sin o,
a=1°,2°...,89° mogu se naci na internetskoj
stranici http://intmstat.com/blog/2011/
06/exact-values-sin-degrees.pdf.
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