viSe nego u udzbeniku

Super zlatni pravokutnik
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Definicija 1. Ako za duzinu AB na slici 1 vrijedi da
je tockom C podijeliena tako da je

a+b_t_z
a b

kazemo da togka C dijeli duzinu AB u zlatnom rezu.

(1)

A C B
a b
Slika 1.

Poudak 1. Togka C dijeli duzinu AB u u zlatnom
rezu ako je

a 1++5
— =0 = ~ 1.618.
b9 2 618
1z (1) slijedi
2 2 aN?_a
& — ab b_0<:><b) S-1=0

= ¢ —¢p—-1=0.
) @)
Citateljima je zasigurno poznata konstrukcija koja
zadanu duzinu dijeli u zlatnom rezu.

Definicija 2. Pravokutnik kod kojeg je odnos
izmedu duljina duze i krace stranice jednak ¢ zove
se zlatni pravokutnik.
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U ovom ¢emo ¢lanku dati definiciju super zlatnog pra-
vokutnika i dokazati neka njegova svojstva. Prethodno
¢emo se podsietiti nekih definicija i pouCaka (Citateljima
sigurno poznatih) koje ¢emo primjenjivati.

Pogledajmo sada jednostavnu, ali manje poznatu
konstrukciju zlatnog pravokutnika.

Neka je u kvadratu ABCD toCka M poloviste duzine
AB. Kruznica k sa sredistem u to&ki M | promjerom
AB presijeca pravac MD u to¢kama P i Q. Dokazat
¢emo da je Cetverokut APBQ zlatni pravokutnik, tj.
IPB|  1+/5
|PA| 2

(vidi sliku 2).

C
Slika 2.
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Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je |MA| =
IMB| = 1. Lakovidimoda |AD| = 2, |MD| = /5
(prema Pitagorinu pouc¢ku u trokutu DMA). U tom
je trokutu
AM 1
cos JAMP = cos JAMD = lam} 1

MD| /5’

a kosinusni poucak u trokutu AMP daje

|PA]* =
= |PM|* + |AM|* — 2 - |PM| - |AM| - cos JAMP
1 2
=1P?+1P-2-1-1-—==2—-"—.
V5 V5

Dalje vrijedi: trokut APB je pravokutan s pravim
kutom u tocki P (zasto?) pa Pitagorin poucak daje
|PB|> = |AB]> — |PA|> =42+ 2 2+ i.

V5 V5

Tako je

|PB\2_2+%_x/§+1_(\/§+1)2
|PA\2_2—%_\/§_1_ 5-1

(V541

==l
PBl  1+/5
mi 2 ..

Zadatak za Citatelje: konstruirajte zlatni pravokutnik
ako je poznato:

a) kraca stranica
b) duza stranica

c) zbroj duljina duze i krace stranice.
Dokazimo sada sljedec¢i poucak.

Poucak 2. Ako iz zlatnog pravokutnika uklonimo
kvadrat s najve¢om moguéom povrsinom, onda je
preostali pravokutnik takoder zlatni.

Dokaz: Neka je ABCD zlatni pravokutnik i neka je
duza stanica |AD| = d i kra¢a |AB| = k. Naslici 3
je ABFE kvadrat s najve¢om moguc¢om povrsinom,

a dokazat ¢emo da je EFCD zlatni pravokutnik, tj.
k

ik ?

4 d £ D
k k
B k F d-k C

Slika 3.

Iz definicije zlatnog pravokutnika i (2) imamo

d 1

L l=e-1=g,
a'ed_k* ! t L*d)éto'eitrebalo
pa | Ko J'd—k = J
dokazati. B

Definicija 3. Pravokutnik ABCD u kojem je ABFE
kvadrat, a preostali pravokutnik DEFC podijeljen
paralelom GH sa stranicom BC na dva pravokutni-
ka, tako da su pravokutniciABCD, EDGHiHFCG
medusobno sli¢ni, zove se super zlatni pravokut-
nik (vidi sliku 4).

A D
H G
B F C
Slika 4.

Poucak 3. Dvasli¢na poligonaimaju odgovarajuce
kutove sukladne i odgovarajuce stranice proporci-
onalne (dokazite ili potrazite dokaz u literaturi).

Poucak 4. U super zlathom pravokutniku ABCD u
kojem je |AB| = 1, |BC| = x, |DG| = y vrijedi da
je:

X —x*—1=0. (3)
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Dokaz: Uvedimo oznake: |AB| = 1, |[BC| = «x,
IDG| =y. Tadaje [FC| =x—1,|GC| =1—y
(slka 5). 1z ABCD ~ HFCG (prema poucku 3)
slijedi

x x—1
- = =S x—xy=x—-1 <<= xy=1.
1 1—y
(4)
A ad E D
1 y
K e G
-y
B 1 F x-1 C
Slika 5.

Produljimo sada stranicu GH preko to¢ke H i pres-
je¢nu todku tog produzetka i stranice AB ozna&imo
sa K. Sada imamo da je P(BFHK) = |BF]| -
|HF|=1-(1 —y)iP(EDGH) = |HG| - |DG| =
(x—=1)-y.

lzxy =l slijedidajel-(1—y) = (x— 1)y, paje
P(BFHK) = P(EDGH).

Sada iz ABCD ~ EDGH proizlazi

X Y 2 4)

- = = X ox=y &

1 x—1 oY (5)
2 —x)=1 <= ¥ -1=0.

Jednadzba (5) ima riesenje x =~ 1.46557 ..., paje
1

y=—=0.68233...
X

Poucak 5. U super zlatnom pravokutniku (vidi sliku
6) vrijedi:

1. dijagonala AC prolazi kroz to&ku H

2. DH 1L AC

3. |GC| =y’ (= |DGJ*)

4. |AC| = x/x, |HC| = y\/y i |AH| = /x.

A X £ D
y
1
H G
1-y
B 1 F x-1 C
Slika 6.
Dokaz:

1. 1z sli¢nosti pravokutnika ABCD i HFCG slije-

didaie t = 1Y a1 je jednako 1AE!
idaje — = , atojejednako —— =
B T X1 el |BC|
|HF| . . .
ﬁ. Dakle, pravokutni trokuti ABC i HFC

imaju proporcionalne stranice prileze¢e pravom
kutu pa su prema poucku o slicnosti trokuta
S-K-Sta dvatrokuta sliéni. Dakle, i kutovi JBCA
i JFCH su sukladni, a kako imaju zajednicki je-
dan krak i leZe u istoj poluravnini, slijedi daim je
i drugi krak zajednicki. Specijalno, znaci da je
totka H na duziniAC.

2. Dovoljno je dokazati da je |[HG|* = |DG|-|GC]
(Objasni!). Imamo: |HG|* = |DG|-|GC| +—=
(x =1 =y(1 —y) < (Zogx’ —x=1y)

—= (x-1)? = —x)1 - (x*—x)
= (x—1D*=x(x—1)(1 -2 +x)
— x—1=x(1-x*+x)

= x—l=x—x+x

= PP -1=0

Sto je to¢no prema (5). A

1 1
3. lzxy=ljex=~-y=—,paizy=x>—x
y X
1
dobivamoy = < — - <= y' =1-y <
y y
1 1
—=1—-=- = P -x*-1=080je

x3 X
to¢no. Dakle, y* = 1 —yili |DG| = |GC|. m
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czx* = x> — 1 = 0slijedix® = x? + 1. Primje- Sa slike 6 vidimo da je [AC| — |HC| = |AH|. Ima-
nom Pitagorina poucka u trokutu ABC dobiva- mo redom:
mo: JAC|* = |AB]* + [BC]* = 1 +¥*
(zbog ¥ = x* + 1) AC)? = ¥ <+ XVx—yyy=vrx <= Vilx— 1) =yVy
|AC| = VX3 = xy/x, a u trokutu HGC imamo: = x(x—1)" =) < (@ogy’ =1-y)
|[HC|> = (x—1)*+ (1 —y)?. Pokazat ¢emo da — x(x—12=(1-y)

je (x = 1)?+ (1 —y)* = y*(= |HCP?). Zbog
y? = 1 — y (vidi gore) imamo:
(k=12 +(1-y*=1-y
= (=1 =1-y—(1-y) $to je to¢no i slijedi tvrdnja.
= (x—1)=1—y—14+2y—y

— xy(x— 1) =y(1 —y) <= (zbogxy = 1)
x—1 y

— 1) =vy(1 - =
= (=17 =y y)<:>1_y T

= (= 1)?=y(1-y)
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Dobrodosli na Elementove radionice!

Kako biste se i prakticno upoznali s nastavnickim portalom Elematika i saznali kako upotrebljavati sve njegove
moguénosti, za vas smo organizirali zanimljiva predavanja i stru¢ne radionice pod nazivom Elematika — digitalno
podrzana nastava matematike. Matematicko drustvo Zadar i Element pozivaju vas na prvu sliedecu radionicu
koja ¢e se odrzati

u subotu, 6. svibnja 2017. godine u Zadru.

Na internetskoj stranici https://radionice.element.hr/ o radionici mozete saznati viSe te prijaviti sebe i
svoje kolege popunjavanjem online prijavnice.

Sli¢ne radionice odrzale su se ve¢ nekoliko puta: u Splitu, Osijeku, Virovitici i Zagrebu. Zahvaljujemo svim kole-
gama koji su nas posjetili. Vjerujemo da ¢e s vremenom Elematika postati nezaobilazano mjesto za kvalitetniju
pripremu nastave i da ¢e mnoge od vas potaknuti na sudjelovanje u kreiranju novih sadrzaja. Vrijednost ovog
portala tako ¢e neprestano rasti, zahvaljuju¢i vama samima.
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