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12 · 34 · 5+6 · 7−8 · 9 = 2010

1+2345 · 6/7+8−9 = 2010

1/2 · 3 · 4 · 5 · 67−8+9 = 2011

1 · 2/3 · 45 · 67−8+9 = 2011.
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1+2+3 · (4 · (5+6) · (7+8)+9) = 2010

1+(2+34) · 56−7−8+9 = 2011.
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1+2345 · 6/7−8+9

1+2/3 · 45 · 67−8+9

12+34 · 56+7+89

−12/3+4 · 567 · 8/9

123+45 · 6 · 7+8−9

1−2−3+4 · 567 · 8/9

1234−5−6+789.
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1−2−34+(5 · 6−7) · 89

1 · 2 · 34 · (5 · 6−7/(8+9))
1 · 2+3+4 · (56+7) · 8−9

1−(2−345) · 6−7 · 8+9

(12/3) · (456+7 · 8−9)

1−(2̂3)̂4+5+678 · 9
(1−2+(3+4)̂5)/6−789

((1−2/3) · 4̂5−6) · (7+8−9)
12̂3+4 · (−5−6−7+89)

12/3 · ((−4)̂(5−6+7)/8−9)

1−2−3 4+(5 · 67 · 8) 9

((1+(2 · (3 4))) · 5) (678−9).
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1 + 23 (4 · 5 · (6 · 7 + 8)) + 9
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12 + 345 · 6 − 78 + 9,

12 345 · 6 − 78 + 9.
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12 + 3/4 · 5 · 67 · 8 − 9.
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1234 + 5 · (67 + 89) = 2014

−1 + 2 − 3 + 4 · 567 · 8/9 = 2014

(1 · 2 + 3 + 45 · 6) · 7 + 89 = 2014.
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(−1 − 2 + 345) · (6 + (7 − 8)/9).
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(1 − (2/3 − 4) · 5) · (6 · 7 + 8 · 9).
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−1/2 − (3/4 − 5) · 6 · (7 + 8 · 9).
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1 · 2 − 3 + 4 · 567 · 8/9

12 · 3 + 45 · 6 · 7 + 89

12 · 34 · 5 − 6 · 7 + 8 + 9

−1 + 2 · 34 · 5 · 6 − 7 − 8 − 9
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��
��� � ���� �� � ����� �� ����� )� ���	���

�� ���	� � �� �� ��
 �� �����-������� � �� 
� � ��*�

��� � 
� � ������ ��
��������
� �� 
� � �� � ��
�� �*��	� &

�1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7 ∗ 8 ∗ 9.

. ����
� � ��� � � � ����� � � ����
��� ��� ����
� 	�+
���−�� 
� � ��� � ∗ *��� 	����� ��� *���

∗ ∈ {+,−, · , /,}.
7   ��
� ���� � �� �� 
��� *��	����� � �� �� �
� �����

�� ����� �
� � �
	� ���� ���
� � ����

7 �� � ����� � �� �� *��� � ��$��" 
����� ���� 
����


� � 2 · 58�J ��
�� 	� � �� 
�� 
� � �� � 
��� 	� �� ��� �

���� ��
����� ������
����

7 � 	�#��� �� �
� �� �� ��  �� � "��  	�� � � � �

���$�� ���
��
� �������� �� ��
� �� ��� � �� �� 
� ���

���� �� �$��
� ���
� ���$�� � 	� ��� �� ��
�" �� ��� ���

�� �� ��� *��∗�
/��� ���� �� *��
� 	�� � ������ ��#�
��� �� ��� �� �

������	����� ������ � ����	����� �������

/ �*����� 
� �� ��  � ���*� �� 	�� ���� � �� ��� ��

�� � � 
� ���$��� ��������� � � ��� �� �� � ��� �� ��
�

���� � 
�� � � �� 	�� � � �� �� �����
�" �� ��� �� ��������

�� �� �� �� � �� 	�
�� ��� *�� 
�" �� ��� ���� � ��� �

���� �*��� ����� ��$���� � � ������� ��
� 
�� ����

���� 
�� �� �� ���� 
��� �� ��� �� �

7 �� � �� � �� �� ���� � � ��� 
�� & ! � 	���	� �� 
� ���
�

�� ��� �� � �� � �� �� ����
�� � 
��� 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗
5∗6∗7∗8∗9H 5 � 	� $�� �� ��*���
�
�� ��� ���� ��H

/� � $��� � ����������
� � ��� � �� �� ����
� � ��� 
���

� *��� �� ��������" 
� ���
� �. ������ 
� ���� � ��� 
��

*�� $�� � 
� ������ 
 � ���� ��� � � ���� 	�� ��
����
���


��� �����

D����	 �� 	����
� 	��
���� � �����
�" � ������� ��� �

��� �� �� � �# ���*���� � �� � �� �� ����
� ��� �� ��

������� 
� ���
� &

(1 ∗ 2) ∗ 3, 1 ∗ (2 ∗ 3).

5 � � � �������*����  � ��� 
����
��
� ����� ��� ����

� �# 
��� � �� �� ����� ���� ��������" � �� �� ���� 
�� &

((1 ∗ 2) ∗ 3) ∗ 4

(1 ∗ (2 ∗ 3)) ∗ 4

(1 ∗ 2) ∗ (3 ∗ 4)
1 ∗ ((2 ∗ 3) ∗ 4)
1 ∗ (2 ∗ (3 ∗ 4)).

�� 



��	
� ����  �	������

5���	� �� ��������" � �� �� ���� 
�� � �� ����
�� �� (n+1)
*������ H ! � ��� �� � ��� 
�� � ���������� �� � *�����

�� 	�� � ��� � ����� � 6��
� 9 � �� �� 
��;�,�: �;1,���

! ���   ��� � ����� ���
��� *������
� ���� � (������
�

��
����

. �
� ���� � n���9 � �� �� 
�� *��� � Cn� 4���� � $��� �

��� ���
 ��	����
 ���� ��� �� 
�� *������ (Cn)�

���������� ��	�!��� �� ����	����� �������

-��� �����$��� � *���Cn+1�.
������ �� *��� � ���

�� ���� 
�� �� ��� ��  
�� �� (n + 2) *������ � 	���
� �� ����� (n + 1) � ���*� �� 	 �� ��� ����!�	� � 
 ��� 
�� �� � � ���#�
� �� ��� �� 	��� ����#� � ��

���� 	 �*� ���� 
�� �� ��� ���� �

. � $���*��	 ���
�� �� 	��� 
��� �� ��� 	� �&

(a1 ∗ a2 ∗ . . . ∗ ak+1) ∗ (ak+2 ∗ . . . ∗ an+2).

. ���� ������ 	
�� �
� �� ��� ���� 	��� � � � ������
��

�*� ���� ��� �� �
� 
��� �	����
� 
�	� 	��� �� ��� �� �

� � �> ����� �� 
�� 
� �� ���� ���� � 	����� � � � ������

(k + 1) *������ �� � 
�� � 
���� �� ��� �� � ����� �
�� � � �������
� Ck 
� ���
� �0 ≤ k ≤ n� %��
� ��


� �� ������ � 	����� � � � ������ (n − k + 1) *�����
�� �D
�� � 
���� �� ��� �� �� � �� �� � � �������
�

Cn−k 
� ���
� �%� 	��� ���� ����� � 	� � 
�� *���


� ���
� �� � �� �� ���� 
�� �� ��� �� ���
� 	 CkCn−k�

. �� ��� ��
� ���� �� ��������� � �� 	�k�0 ≤ k ≤ n�
� �������C0 = 1�7 � 	� ���� ��� � �� ��K
�����&

��������� �������

9 � �� �� 
���*��������K
��� 
�� ��	����
��

���� ����� C0 = 1�

Cn+1 =
n∑

k=0

CkCn−k, n ≥ 0.

/� � �� C0 = 1�C1 = 1�C2 = 2 �������
� � ��� ���

C3 = C0C2 + C2
1 + C2C0 = 5

��� 	� �� � �� ��������������
����
�	�����
�
� ����


�" ���� 
��� ����� 
��� �

/�����$�� �� *���� ������	� 	� $�� *��� 
��"��*����� ��

��&

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Cn 1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796

! � ��� ��� ��	����
� ���� ���� � ���� �� ��������	��

� �����
� )��� �� �� 9 � �� �� 
��� *�������D ��� ��

�� ��
 	��������"
�	� ������� ��
����  	��� ��


� ���� � ��� �
� � ����� � � �� �� ���%��� ���� �� �


� F�G�. ���� 
� ����� � � � � � ��� ���
 �	� � �����


)��� � �� n���9 � �� �� 
�� *���&

Cn =
1

n + 1

( 2n
n

)
.

���� ��� 
 �� ���

J ��
� � ��� 
� ��	����� � ��	��� �	���� ��
�
� ��

���� � ��*���  � �� �� ���� 
�� �� ��� �� �7� �� � ��	�

��� �������� �����	��/�� *�� �� � ����� 
���� )	���


� � � ����� �� � ������ '	� �� *��� 
������" ��"���

���
� 	 n��
�� �
� � ����� �� ����
� (n − 1) *����

��
�� �*
�� ��� !"� ���

��$��� � � � � � ��*��������� ��������� ������ ����

����%�� �  �� 	�� � �� *�� 
� ���� 
� 
� ������! ��"���

�� 	� �� 	�������	� �� � �� ���� ���� 
���� 	
����"�


� ������� �	����
��� 	���� ������ ��� *�� �� � ������

�� ���	 �� � �� ��"���� � �� *�� ���� � � �� 	� �� �� � �

� ��� � ������� -����� ��� ��� 	�� ��"� � �� ���������


� ����� � ��� *���� ��� �� � �� *�� 
� ���� � � �������

! � �� ����� ������ �*������ ������
 ��������
 ���
��� ��

��	� 7 � 	� $�� � �� ���� ������
� ��� � �� *�� ���� � ��

��� ��"� ��

��" ���������	
�� ����
� � ������



��
�� ��*
�� ��� ! "� ��� � 	� 	'�

-����������
� � ���� ��������" *�
� �
�" ��� *� �� ����  &

��
�� +�*
�� ��� ! "� ��� � 	� "�


! � � �� ���� ��� � ��*���� �� 
�� �� 	����� ��� � ��" �, �� ��

�������" *�
� �
�" ��� *� �� ���� ,�

(���*�
� �
�" ��� *� �� � n ��"��� ��
� ���� � � Cn�7 � �

� � *���
� ���� (������
� ��
��

< �	����
 ���� ��� �� Cn �������$��� � ��� 	��6���

� �
� ����� ���� 	
��� ��"� ����� � �� �� *�
� �
�

��� *�� �� � � � ��  ��� ������
� � �� *�� ��� 	���" 
��

	� � ���� *���� �� �
�� 	���� � �� �*��� *���� ��"���

�� ���� 
� � 
���

��
�� /�-  ���)
'�� ,��� ��� )� �
�� ��� ! "� ���

! � ����� � �� � �� *�� ����� �������!�	� �� 	�

� � 
*�����"��� ������� ��� *�� ���
� 	 (n+1)�6��� ��

� ����� ���� 	
��� ��"� �� �� �� �
�� n ��"��� ���

	���" �� k 
� �� �� ������� �� (n − k)  ���
�� ���

��� ��� *�� �(����� ��������" � ��� �� *� �� ��� �������
� ��

Ck���
��
� Cn−k��� �� �������������$�� ��	����
�

���� ���� &

Cn+1 =
n∑

k=0

CkCn−k, n ≥ 0.

7 �� � � � � ��	� �� ���� �� *���*�
� �
�" ��� *� �� �����
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�� *����

#������ ����	� � ����	�$ ������

-���� ���� 
�� �� ��� �� 
�� � � ���*� �� 	�� ���

�� �� � ���� �� �� 	�#�� ���
��
� ��
� � ����� �

��� ������ �� �$��� *�
� �
�� ��� *��� �D 
��

� � ��� �� 	� ����
� (n+2)�� ����� 	 �� ��� �
���� ���
��
� ��
� �� ����#�
��*���� ����
�

n � � ���� �� ��� �� : � �� ����"  � ��� ����� �
� � �����	� � ���� ���� &

((1∗2)∗3)∗4, (1∗2)∗(3∗4) ��� 1∗((2∗3)∗4).

-���� � � �� ��� �� �	����� ���
 �� ��� ��� �����

� ��� �	� ��/�� 	�������$��� � � �� ��� �� �	����� ����


 
�� �� ��� ����! � 	�
���� �� �$�� ����
� ����


� �� ��� ���� 	��� 
��� �	����
� �� ��� �� � � �7� ��

�� ��� ���� 	��� � � ������ � �� � ������
�� �D����� � �� 

� �� 	�� �� ���� 
� ����
�" ���� � ��� ���� �

/� � ���� � � ��������� � *�
� �
� ��� *�� � ��� � �����

��$��� � �� ����-��������� 
�� �� ��������
�

/
������
� 
"����� "������ �� ������� ��) �����

�
� ������# 0���� ����
 
� �� 
"������ "����������

���� "
�����' � ���� ����
 
� �� 
"������ "����

������� ���� "
�����#

D������ � �� �� �� 
� ��� �
� ���
�� ��� 	�� *�
� ��


�� ��� )� � ���� ��*���� ���*� �� 	����� � ��*�� �
��

/�����$�� ���	� �������� � �� �����

��
�� ��

. �� � �� *�� ������ �� ������$��� �� � � ���� �� ��� �

�� &

(((1 ∗ 2) ∗ (3 ∗ 4)) ∗ 5) ∗ ((6 ∗ (7 ∗ 8)) ∗ 9).

��%



��	
� ����  �	������

J ��� ���� 
� ��� ���&

��
�� ��

/� � � �� ������ ��"���  ��� )� � � �� 	� 
�

�� � � ���#�
� �� �� ��� ���� � '��� �
�� �� � ��

� �� � � ���#��� � 
� ������$��
� ���
� D 	�� �
���

��"���� � �� � � ���#�
� � � � ��� � ��� �
�� �D ���

"���� � �� 	���" ������� ����� ��� 
� 
�� � � ��� � �
��

� ��� �
�� � D ��"���� � � ���
�� ��� 
�� 
� �� ��

�� ���� 
� ��� �
��

I �� 
�	��� �� � �� �� ����
� ������ ������ �� � � ���

� �
��� � � 
��� ���
�� *����� � 7 � 	� ��*��� � �

������$���� � �� ���� ��� )� &

(1 ∗ (((2 ∗ 3) ∗ (4 ∗ 5)) ∗ 6)
∗ (7 ∗ ((8 ∗ 9) ∗ (10 ∗ 11)) ∗ (12 ∗ 13)).

�� ��#�$�� ��  	���	� �� 
� �	� � ��� 
� �� ��������"�

� �������� �
� �� 
�� �����" ���� ���� ��� ���� � 9 � �� �� �


���*�������. �� $�� � ���� ����*���� �� ��$��
� 
�	��

�� ��" � ��� ���� �

������ 

 ���
 � � �� �� ���

. � ����� � � � � ���� ������ 	�� ��*��� 	����� �� �� �

> ��
"� �� 6���� D
�� � 	�
��	�
�� � 
���	��

� (n + 2) ��"��� � �����
� � ���� ��
� �� 	��� ��
� �#��*
� 
� ����	�� ������ � 
���	�
� n ����

	�� �! � 	���	� �� 
� ���
� �� � ���� ���
���H

! � �����2
� � �� � 
� � � �� � ������ �� n = 1, 2, 3 �

4�(�����" � ������ ��
���1, 2, 5 ��
��
� 14�

-�	� �� � $��� � �� �� *��� � ��" � ��$��" � ������

� �
��
� �� 
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���	� �

(n + 2) ��"� � ���� �� � ���������
� Cn 
� ���
� �

7 ���
� $��� � ��	� �� ���� 	� �� � ������� � ����� �� ��

������� ���	���&� ����� � 
���	�� �*�
� �
� � �� *�� �

D � $��� � � ��" � ��� 
�� � 
���	�� 	��� � ������

��"��� 1 �2 � ������������� ���� 	
��� ��"�� *�
� ��


�� ��� *�� �-������ � 
���	�� 
� ���
��
� �� � � ��


���� ���� ��
� �� �D 	� � 
*��� � �����
�" ���� ���


� �� � ��� *������
� 	 (n− 1)�7 � �� � 
�� ���� ��
� ��

��
�� ��2�	� � � ������"�

��& ���������	
�� ����
� � ������
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�� ��2�	� � 
�
�� ��� ! "� ���

� ���� � �����
� � ����� ���� 	� �� � �� 	�

����� ���� ��
� �� 	��� ������  � ������

�� � � ����
� ���� 
�� ���
���	���"�

(�$���� �� � �� ���
���	���" � � ���"���


�� � � �� 	� � � ���� ��
� �� � ���� ��*���

�� � ���"��
� ����� ��� � ��� 
���� ���� �����

�	� �� ���
���	�� ��"� �'	� �� �� ���� ����

� "
����
� �������� ��������$��� � ���

���
�*��� *�
� �
�� ��� *�� � '	� �� ���� ���� � ���

�����
� �������� ��������$��� � ����
�� ������*���

*�
� �
�� ��� *�� �

! � �����; � �� �� � 
�� �� �� ��� ��������� 
�� � ��" � ��

��� )��� ����  �-��� ����� � � �� 
� �� ���	� �� �� ���

� � 
� ���
	�
���	���� *������ *�
� �
�� ��� *�� �

! � 	�
����� *���� � ���
 �� � ��$��" � ������ 

� 
���	� � ��$��� *����� � ��� 
��� �	�
������ �� �

������ �� �$�� � �� *���

��
�� 8�2�	� � 
�
�� ��� ! "� ���
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